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Побудова і аналіз алгоритмів

1.1. Формалізація алгоритмів.

Процес створення комп’ютерної програми для вирішення будь-якої практичної задачі складається з декількох етапів:

· формалізація і створення технічного завдання на вихідну задачу;

· розробка алгоритму вирішення задачі;

· написання, тестування, наладка і документування програми;

· отримання розв’язку вихідної задачі шляхом виконання програми.

Половина справи зроблена, якщо знати, що поставлена задача має вирішення. В першому наближенні більшість задач, які зустрічаються на практиці, не мають чіткого й однозначного опису. Певні задачі взагалі неможливо сформулювати в термінах, які допускають комп’ютерне вирішення. Навіть якщо допустити, що задача може бути вирішена на комп’ютері, часто для її формального опису потрібна велика кількість різноманітних параметрів. І лише в ході додаткових експериментів можна знайти інтервали зміни цих параметрів.

Якщо певні аспекти вирішуваної задачі можна виразити в термінах якої-небудь формальної моделі, то це, безумовно, необхідно зробити, так як в цьому випадку в рамках цієї моделі можна взнати, чи існують методи й алгоритми вирішення задачі. Навіть якщо такі методи й алгоритми не існують на сьогоднішній день, то застосування засобів і властивостей формальної моделі допоможе в побудові вирішення вихідної задачі.

Практично будь-яку галузь математики або інших наук можна застосувати до побудови моделі певного класу задач. Для задач, числових за своєю природою, можна побудувати моделі на основі загальних математичних конструкцій, таких як системи лінійних рівнянь, диференціальні рівняння. Для задач з символьними або текстовими даними можна застосувати моделі символьних послідовностей або формальних граматик. Вирішення таких задач містить етапи компіляції і інформаційного пошуку.

Коли побудована чи підібрана потрібна модель вихідної задачі, то природно шукати її вирішення в термінах цієї моделі. На цьому етапі основна мета полягає в побудові розв’язку в формі алгоритму, який складається з скінченої послідовності інструкцій, кожна з яких має чіткий зміст і може бути виконана з скінченими обчислювальними затратами за скінчений час. Інструкції можуть виконуватися в алгоритмі будь-яку кількість раз, при цьому вони самі визначають цю кількість повторень. Проте вимагається, щоб при будь-яких вхідних даних алгоритм завершився після виконання скінченої кількості інструкцій. Таким чином, програма, яка написана на основі розробленого алгоритму, при будь-яких початкових даних ніколи не повинна приводити до нескінченних циклічних обчислень.

Є ще один аспект у визначення алгоритмів. Алгоритмічні інструкції повинні мати „чіткий зміст” і виконуватися з „скінченими обчислювальними затратами”. Природно, те, що зрозуміло одній людині і має для неї „чіткий зміст”, може зовсім інакше представлятися іншій. Те ж саме можна сказати про поняття „скінчених затрат”: на практиці часто важко довести, що при будь-яких вихідних даних виконання послідовності інструкцій завершиться, навіть якщо чітко розуміти зміст кожної інструкції. У цій ситуації, враховуючи всі аргументи за і проти, було б корисним спробувати досягнути узгодження про „скінченні затрати” у відношенні до послідовності інструкцій, які складають алгоритм.

1.2. Покрокове проектування алгоритмів.

Оскільки для вирішення вихідної задачі застосовують деяку математичну модель, то тим самим можна формалізувати алгоритм вирішення в термінах цієї моделі. У початкових версіях алгоритму часто застосовуються узагальнені оператори, які потім перевизначаться у вигляді більш дрібних, чітко визначених інструкцій. Але для перетворення неформальних алгоритмів у комп’ютерні програми необхідно пройти через декілька етапів формалізації (цей процес називають покроковою деталізацією), поки не отримають програму, яка повністю складається з формальних операторів мови програмування.

В основу процесу проектування програми з розбиттям її на достатню кількість дрібних кроків можна покласти наступну послідовність дій:

1. Вихідним станом процесу проектування є більш-менш точне формулювання мети алгоритму, або конкретніше – результату, який повинен бути отриманий при його виконанні. Формулювання проводиться на природній мові.

2. Проводиться збір фактів, які стосуються будь-яких характеристик алгоритму, і робиться спроба їх представлення засобами мови.

3. Створюється образна модель процесу, який відбувається, використовуються графічні та інші способи представлення, образні „картинки”, які дозволяють краще зрозуміти виконання алгоритму в динаміці.

4. В образній моделі виділяється найбільш суттєва частина, для якої підбирається найбільш точне словесне формулювання.

5. Проводиться визначення змінних, які необхідні для формального представлення даного кроку алгоритму.

6. Вибирається одна з конструкцій – проста послідовність дій, умовна конструкція або циклу. Складні частини вибраної формальної конструкції (умова, заголовок циклу) залишаються в словесному формулюванні.

7. Для інших неформалізованих частин алгоритму, які залишились у словесному формулюванні – перерахована послідовність дій повторюється.

Зовнішня сторона такого процесу проектування програми полягає в тому, що одне словесне формулювання алгоритму замінюється на одну з трьох можливих конструкцій мови, елементи якої продовжують залишатися в неформальному, словесному формулюванні. Проте, це зовнішня сторона процесу. Насправді, кожне словесне формулювання алгоритму містить важливий перехід, який виконується в голові програміста і не може бути формалізованим – перехід від мети (результату) роботи програми до послідовності дій, які приводять до потрібного результату. Тобто алгоритм вже формулюється, але тільки з використанням образного мислення і природної мови.

Схематично узагальнений процес програмування можна представити наступною схемою.
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На першому етапі створюється модель вихідної задачі, для чого застосовуються відповідні математичні моделі. На цьому етапі для знаходження рішення також будується неформальний алгоритм.

На наступному етапі алгоритм записується на псевдомові – композиції конструкцій мови програмування і менш формальних і узагальнених операторів на простій мові. Продовженням цього етапу є заміна неформальних операторів послідовністю більш детальних і формальних операторів. З цієї точки зору програма на псевдомові повинна бути достатньо детальною, так як в ній фіксуються (визначаються) різні типи даних, над якими виконуються оператори. Потім створюються абстрактні типи даних для кожного зафіксованого типу даних (за винятком елементарних типів даних, таких як цілі й дійсні числа або символьні стрічки) шляхом завдання імен функцій для кожного оператора, який працює з даними абстрактного типа, і заміни їх (операторів) викликом відповідних функцій.

Третій етап процесу – програмування – забезпечує реалізацію кожного абстрактного типа даних і створення функцій для виконання різних операторів над даними цих типів. На цьому етапі також замінюються всі неформальні оператори псевдомови на код мови програмування. Результатом цього етапу повинна бути виконувана програма. Після її наладки отримують працюючу програму.

1.3. Характеристики алгоритму

Охарактеризуємо поняття алгоритму не формально, а дескриптивно за допомогою таблиці:

	
	Вирішення гарантоване

	
	Так
	Ні

	Чи обов’язкове оптимальне вирішення
	Так
	Алгоритм
	Імовірнісний алгоритм

	
	Ні
	Приблизний алгоритм
	Евристичний алгоритм


Як бачимо, алгоритм – це механізм, який не тільки повинен гарантувати те, що вирішення колись буде знайдене, але й те, що буде знайдене саме оптимальне, тобто найкраще вирішення. Крім того, алгоритм повинен мати наступні п’ять якостей:

8. Обмеженість в часі – робота алгоритму обов’язково повинна завершитись через деякий розумний період часу.

9. Правильність – алгоритм повинен знаходити правильне, а не будь-яке рішення.

10. Детермінованість – скільки б разів не виконувався алгоритм з однаковими вхідними даними, результат повинен бути однаковим.

11. Скінченність – опис роботи алгоритму повинен мати скінчену кількість кроків.

12. Однозначність – кожний крок алгоритму повинен інтерпретуватися однозначно.

Як видно з таблиці, евристика – це пряма протилежність класичному алгоритму, так як вона не дає ніяких гарантій на те, що рішення буде знайдене, так само, як і на те, що воно буде оптимальним. Між ними є два перехідні стани, назв яким, на жаль, ще не придумали, і тому їх називають приблизними алгоритмами (рішення гарантоване, але його оптимальність – ні) і імовірнісні алгоритми (рішення не гарантоване, але якщо воно буде знайдене, то обов’язково буде оптимальним).

1.4. Складність алгоритму

У процесі вирішення прикладних задач вибір потрібного алгоритму викликає певні труднощі. І справді, на чому базувати свій вибір, якщо алгоритм повинен задовольняти наступні протиріччя.

13. Бути простим для розуміння, перекладу в програмний код і наладки.

14. Ефективно використовувати комп’ютерні ресурси і виконуватися швидко.

Якщо написана програма повинна виконуватися лише декілька разів, то перша вимога найбільш важлива. Вартість робочого часу програміста, звичайно, значно перевищує вартість машинного часу виконання програми, тому вартість програми оптимізується за вартістю написання (а не виконання) програми. Якщо мати справу з задачею, вирішення якої потребує значних обчислювальних затрат, то вартість виконання програми може перевищити вартість написання програми, особливо якщо програма повинна виконуватися багаторазово. Тому, з економічної точки зору, перевагу буде мати складний комплексний алгоритм (в надії, що результуюча програма буде виконуватися суттєво швидше, ніж більш проста програма). Але і в цій ситуації розумніше спочатку реалізувати простий алгоритм, щоб визначити, як повинна себе вести більш складна програма. При побудові складної програмної системи бажано реалізувати її простий прототип, на якому можна провести необхідні виміри й змоделювати її поведінку в цілому, перш ніж приступати до розробки кінцевого варіанту. Таким чином, програмісти повинні бути обізнані не тільки з методами побудови швидких алгоритмів, але й знати, коли їх потрібно застосувати.

Існує декілька способів оцінки складності алгоритмів. Програмісти, звичайно, зосереджують увагу на швидкості алгоритму, але важливі й інші вимоги, наприклад, до розмірів пам’яті, вільного місця на диску або інших ресурсів. Від швидкого алгоритму може бути мало толку, якщо під нього буде потрібно більше пам’яті, ніж встановлено на комп’ютері.

Важливо розрізняти практичну складність, яка є точною мірою часу обчислення і об’єму пам’яті для конкретної моделі обчислювальної машини, і теоретичну складність, яка більш незалежна від практичних умов виконання алгоритму і дає порядок величини вартості.

Більшість алгоритмів надає вибір між швидкістю виконання і ресурсами. Задача може виконуватися швидше, використовуючи більше пам’яті, або навпаки – повільніше з меншим обсягом пам’яті.

Прикладом в даному випадку може слугувати алгоритм знаходження найкоротшого шляху. Задавши карту вулиць міста у вигляді мережі, можна написати алгоритм, що обчислює найкоротшу відстань між будь-якими двома точками цієї мережі. Замість того, щоб кожного разу заново перераховувати найкоротшу відстань між двома заданими точками, можна наперед прорахувати її для всіх пар точка і зберегти результати в таблиці. Тоді, щоб знайти найкоротшу відстань для двох заданих точка, достатньо буде просто взяти готові значення з таблиці. При цьому отримують результат, практично, миттєво, але це зажадає великий обсяг пам’яті. Карта вулиць для великого міста може містити сотні тисяч точок. Для такої мережі таблиця найкоротших відстаней містила б більше 10 мільярдів записів. В цьому випадку вибір між часом виконання і обсягом необхідної пам’яті очевидний.

Із цього зв’язку випливає ідея просторово-часової складності алгоритмів. При цьому підході складність алгоритму оцінюється в термінах часу і простору, і знаходиться компроміс між ними.

При порівнянні різних алгоритмів важливо розуміти, як складність алгоритму співвідноситься із складністю вирішуваної задачі. При розрахунках за одним алгоритмом сортування тисячі чисел може зайняти 1 секунду, а сортування мільйона – 10 секунд, тоді як розрахунки за іншими алгоритмами можуть зайняти 2 і 5 секунд відповідно. У цьому випадку не можна однозначно сказати, яка із двох програм краща – це буде залежати від вихідних даних.

1.5. Ефективність алгоритмів

Одним із способів визначення часової ефективності алгоритмів полягає в наступному: на основі даного алгоритму потрібно написати програму і виміряти час її виконання на певному комп’ютері для вибраної множини вхідних даних. Хоча такий спосіб популярний і, безумовно, корисний, він породжує певні проблеми. Визначений час виконання програми залежить не тільки від використаного алгоритму, але й від архітектури і набору внутрішніх команд даного комп’ютера, від якості компілятора, і від рівня програміста, який реалізував даний алгоритм. Час виконання також може суттєво залежати від вибраної множини тестових вхідних даних. Ця залежність стає очевидною при реалізації одного й того ж алгоритму з використанням різних комп’ютерів, різних компіляторів, при залучені програмістів різного рівня і при використанні різних тестових даних. Щоб підвищити об’єктивність оцінки алгоритмів, учені, які працюють в галузі комп’ютерних наук, прийняли асимптотичну часову складність як основну міру ефективності виконання алгоритму.

Часто говорять, що час виконання алгоритму має порядок T(N) від вхідних даних розміру N. Одиниця вимірювання T(N) точно не визначена, але в більшості випадків розуміють під нею кількість інструкцій, які виконуються на ідеалізованому комп’ютері.

Для багатьох програм час виконання дійсно є функцією вхідних даних, а не їх розміру. У цьому випадку визначають T(N) як час виконання в найгіршому випадку, тобто, як максимум часів виконання за всіма вхідними даними розміру N. Поряд з тим розглядають Tср(N) як середній (в статистичному розумінні) час виконання за всіма вхідними даними розміру N. Хоча Tср(N) є достатньо об’єктивною мірою виконання, але часто неможливо передбачити, або обґрунтувати, рівнозначність усіх вхідних даних. На практиці середній час виконання знайти складніше, ніж найгірший час виконання, так як математично це зробити важко і, крім цього, часто не буває простого визначення поняття „середніх” вхідних даних. Тому, в основному, користуються найгіршим часом виконання як міра часової складності алгоритмів.

Продуктивність алгоритму оцінюють за порядком величини. Говорять, що алгоритм має складність порядку 
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, якщо час виконання алгоритму росте пропорційно функції 
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 із збільшенням розмірності початкових даних 
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 – позначає „величина порядку”.

Приведемо деякі функції, які часто зустрічаються при оцінці складності алгоритмів. Функції приведемо в порядку зростання обчислювальної складності зверху вниз. Ефективність степеневих алгоритмів звичайно вважається поганою, лінійних – задовільній, логарифмічних – хорошою.

	Функція
	Примітка

	f(N)=C
	C – константа

	f(N)=log(log(N))
	

	f(N)=log(N)
	

	f(N)=NC
	C – константа від нуля до одиниці

	f(N)=N
	

	f(N)=N*log(N)
	

	f(N)=NC
	C – константа більша одиниці

	f(N)=CN
	C – константа більша одиниці

	f(N)=N!
	тобто 1*2* … N


Оцінка з точністю до порядку дає верхню межу складності алгоритму. Те, що програма має певний порядок складності, не означає, що алгоритм буде дійсно виконуватися так довго. При певних вхідних даних, багато алгоритмів виконується набагато швидше, ніж можна припустити на підставі їхнього порядку складності.

У числових алгоритмах точність і стійкість алгоритмів не менш важлива, ніж їх часова ефективність.

Аналіз складності алгоритму корисний для розуміння особливостей алгоритму і звичайно знаходить частини програми, що витрачають велику частину комп’ютерного часу. Надавши увагу оптимізації коду в цих частинах, можна внести максимальний ефект в збільшення продуктивності програми в цілому.

Іноді тестування алгоритмів є найбільш відповідним способом визначити якнайкращого алгоритму. При такому тестуванні важливо, щоб тестові дані були максимально наближені до реальних даних. Якщо тестові дані сильно відрізняються від реальних, результати тестування можуть сильно відрізнятися від реальних.

1.6. Правила аналізу складності алгоритмів.

У загальному випадку час виконання оператора або групи операторів можна розглядати як функцію з параметрами – розміром вхідних даних і/або одної чи декількох змінних. Але для часу виконання програми в цілому допустимим параметром може бути лише розмір вхідних даних.

Час виконання операторів присвоєння, читання і запису звичайно має порядок 
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Час виконання послідовності операторів визначається за правилом сум. Тому міра росту часу виконання послідовності операторів без визначення констант пропорційності співпадає з найбільшим часом виконання оператора в даній послідовності.

Час виконання умовних операторів складається з часу виконання умовно виконуваних операторів і часу обчислення самого логічного виразу. Час обчислення логічного виразу часто має порядок 
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. Час для всієї конструкції if-then-else складається з часу обчислення логічного виразу і найбільшого з часів, який необхідний для виконання операторів, що виконуються при різних значеннях логічного виразу.

Час виконання циклу є сумою часів усіх часів виконуваних конструкцій циклу, які в свою чергу складаються з часів виконання операторів тіла циклу і часу обчислення умови завершення циклу (часто має порядок 
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). Часто час виконання циклу обчислюється, нехтуючи визначенням констант пропорційності, як добуток кількості виконуваних операцій циклу на найбільший можливий час виконання тіла циклу. Час виконання кожного циклу, якщо в програмі їх декілька, повинен визначатися окремо.

2. Алгоритми сортування

У даному розділі представлено ряд алгоритмів пошуку даних, які виконуються на статичних структурах даних, оскільки це характерні операції логічного рівня для таких структур. Проте, ті ж операції і ті ж алгоритми можуть бути застосовні і до даних, які мають логічну структуру таблиці, але фізично розміщені в динамічній або в зовнішній пам’яті, а також до логічних таблиць з довільним фізичним представленням, для яких характерна змінність.

При подальших викладках всі описи алгоритмів дані для роботи з таблицею, яка складається із записів R[0], ..., R[N-1] з ключами K[0], ..., K[N-1]. У всіх випадках N – кількість елементів таблиці. Приклади для скорочення їхнього обсягу приводитимемо для масивів цілих чисел. Такий масив можна розглядати як вироджений випадок таблиці, кожний запис якої складається з єдиного поля, яке є також і ключем. У всіх прикладах слід вважати вже визначеними:

· константу N – ціле додатне число, кількість елементів в масиві;

· масив цілих чисел, над яким проводять зазначені дії.

2.1. Задача сортування

Для самого загального випадку сформулюємо задачу сортування таким чином: є деяка неврегульована вхідна множина ключів і потрібно отримати множину цих же ключів, впорядкованих за збільшенням або зменшенням в чисельному або лексикографічному порядку.

Зі всіх задач програмування сортування, можливо, має найбагатший вибір алгоритмів розв’язку. Назвемо деякі чинники, які впливають на вибір алгоритму.

15. Наявний ресурс пам’яті: повинні вхідна й вихід множини розташовуватися в різних ділянках пам’яті, чи вихідна множина може бути сформована на місці вхідної. В останньому випадку наявна ділянка пам’яті повинна в ході сортування динамічно перерозподілятися між вхідною і вихідною множинами; для одних алгоритмів це пов’язане з великими витратами, для інших – з меншими.

16. Початкова впорядкованість вхідної множини: у вхідній множині можуть попадатися впорядковані ділянки. В граничному випадку вхідна множина може виявитися вже впорядкованою. Одні алгоритми не враховують початкової впорядкованості і вимагають одного і того ж часу для сортування будь-якої множини даного обсягу, інші виконуються тим швидше, чим краще впорядкованість на вході.

17. Часові характеристики операцій: при визначенні порядку алгоритму час виконання вважається звичайно пропорційним кількості порівнянь ключів. Ясно, проте, що порівняння числових ключів виконується швидше, ніж стрічкових, операції пересилки, характерні для деяких алгоритмів, виконуються тим швидше, ніж менший об’єм записів. Залежно від характеристик запису таблиці може бути вибраний алгоритм, що забезпечує мінімізацію числа тих чи інших операцій.

18. Складність алгоритму є не останнім міркуванням при його виборі. Простий алгоритм вимагає меншого часу для його реалізації і вірогідність помилки в реалізації його менше. При промисловому виготовленні програмного продукту вимоги дотримання термінів розробки і надійності продукту можуть навіть превалювати над вимогами ефективності функціонування.

Алгоритм сортування називається усталеним, якщо у відсортованому масиві він не змінює порядку розташування елементів.

Ефективність методів сортування визначається двома параметрами:

· кількістю порівнянь;

· кількістю пересилань елементів.

Різноманітність алгоритмів сортування вимагає деякої їхньої класифікації. Вибраний один з вживаних для класифікації підходів, орієнтований перш за все на логічні характеристики використовуваних алгоритмів. Згідно цьому підходу будь-який алгоритм сортування використовує одну з наступних чотирьох стратегій (або їхню комбінацію).

19. Стратегія вибірки. З вхідної множини вибирається наступний за критерієм впорядкованості елемент і включається в вихідну множину на місце, наступне за номером.

20. Стратегія включення. З вхідної множини вибирається наступний за номером елемент і включається в вихідну множину на те місце, яке він повинен займати відповідно до критерію впорядкованості.

21. Стратегія розподілу. Вхідна множина розбивається на ряд підмножин і сортування ведеться у середині кожної такої підмножини.

22. Стратегія злиття. Вихідна множина отримується шляхом злиття маленьких впорядкованих підмножин.

При використанні операції обміну використовується функція обміну значень двох комірок з цілими числами (функції пересилки даних можна уникнути, якщо сортування проводиться на зв’язних структурах даних – тоді відбувається зміна посилань на відповідні комірки):

void Swap(int & a, int & b)

{


int tmp = a; a = b; b = tmp;

}

2.2. Сортування вибіркою

2.2.1. Сортування простою вибіркою

Даний метод реалізує практично „дослівно” сформульовану вище стратегію вибірки. При програмній реалізації алгоритму виникає проблема значення ключа „порожньо”. Досить часто програмісти використовують в якості такого деяке явно відсутнє у вхідній послідовності значення ключа, наприклад, максимальне з теоретично можливих значень. Інший підхід – створення окремого вектора, кожний елемент якого має логічний тип і відображає стан відповідного елемента вхідної множини (true – „не порожньо”, false – „порожньо”). Алгоритм дещо ускладнюється за рахунок того, що для установки початкового значення при пошуку мінімуму доводиться відкидати вже „порожні” елементи.

Алгоритм проілюструємо функцією сортування цілих чисел.

void Sort(int *a, int *b)

{


int i, j, m;


bool c[N];






// стан елементів вхідної множини


for (i=0; i<N; i++)



c[i] = true;




// скидання відміток


for (i=0; i<N; i++)


// пошук 1-го невибраного ел. у вх. множині


{



j = 0;



while ( !(c[j]) )




j++;



m = j;







// пошук мінімального елемент а



for ( j=1; j<N; j++ )




if ( c[j] && ( a[j] < a[m] ) )





m = j;



b[i] = a[m];




// запис у вихід. множину



c[m] = false;



// у вхідну множину - "порожньо"


}

}

2.2.2. Обмінне сортування простою вибіркою

Алгоритм сортування простою вибіркою рідко застосовується в попередньому варіанті. Набагато частіше застосовується його обмінний варіант. При обмінному сортуванні вибіркою вхідна і вихід множини розташовуються в одній і тій же ділянці пам’яті; вихідна – на початку ділянки, вхідна – в тій частині, що залишилася. У початковому стані вхідна множина займає всю ділянку, а вихідна множина – порожня. У міру виконання сортування вхідна множина звужується, а вихідна – розширяється.

Принцип методу полягає в наступному. Знаходять і вибирають в масиві елементів елемент з мінімальним значенням на інтервалі від 0 (першого) до N-1 (останнього) елемента і міняють його місцями з першим (0) елементом. На другому кроці знаходять елемент з мінімальним значенням на інтервалі від другого (1) до останнього (N-1) елемента і міняють місцями його з другим (1) елементом. І так далі для всіх елементів до N-1.
Обмінне сортування простою вибіркою показане в наступному прикладі. Процедура має тільки один параметр – сортований масив.

void Sort(int *a)

{


int i, j, m;


for (i=0; i<N-1; i++)


// перебір елементів вихідної множини














// вхідна множина - [і:N-1]; вихідна - [0:і-1]


{



m = i;



for (j=i+1; j<N; j++)

// пошук мінімуму у вхідній множині




if ( a[j] < a[m] )





m = j;



// обмін 1-го елемента вх. множини з мінімальним



if ( !(i == m) )




Swap(a[i], a[m]);


}

}

Очевидно, що обмінний варіант забезпечує економію пам’яті та при його реалізації не виникає проблема „порожнього” значення. Загальна кількість порівнянь зменшується удвічі – N*(N-1)/2, але порядок алгоритму залишається степеневим – 
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. Кількість перестановок N-1, але перестановка, мабуть, удвічі більше потребує часу, ніж пересилка в попередньому алгоритмі.

Досить проста модифікація алгоритму обмінного сортування вибіркою передбачає пошук в одному циклі перегляду вхідної множини відразу і мінімуму, і максимуму, і обмін їх з першим і з останнім елементами множини відповідно. Хоча сумарна кількість порівнянь і пересилок в цій модифікації не зменшується, досягається економія на кількості ітерацій зовнішнього циклу.

Приведені вище алгоритми сортування вибіркою практично нечутливі до початкової впорядкованості. В будь-якому випадку пошук мінімуму вимагає повного перегляду вхідної множини. В обмінному варіанті початкова впорядкованість може дати деяку економію на перестановках для випадків, коли мінімальний елемент знайдений на першому місці у вхідній множині.

2.2.3. Бульбашкове сортування

При перегляді вхідної множини попарно порівнюються сусідні елементи множини. Якщо порядок їхнього проходження не відповідає заданому критерію впорядкованості, то елементи міняються місцями. В результаті одного такого перегляду при сортуванні за збільшенням елементів елемент з найбільшим значенням ключа переміститься („спливе”) на останнє місце в множині. При наступному проході на своє місце „спливе” другий за величиною ключа елемент і т.д. Для постановки на свої місця N елементів слід зробити N-1 проходів. Вихідна множина, таким чином, формується в кінці сортованої послідовності, при кожному наступному проході його об’єм збільшується на 1, а об’єм вхідної множини зменшується на 1.

void Sort(int *a)

{


int k, i;


for ( k=N; k>1; k-- )



// „Всплиття” чергового максимального елемента на k-ту позицію



for ( i=1; i<k; i++ )




if ( a[i-1] > a[i] )





Swap(a[i-1], a[i]);

}

Порядок сортування бульбашкою – 
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. Середнє число порівнянь – N*(N-1)/2 і таке ж середнє число перестановок, що значно гірше, ніж для обмінного сортування простим вибором. Проте, та обставина, що тут завжди порівнюються і переміщаються тільки сусідні елементи, робить сортування бульбашкою зручним для обробки зв’язних списків. Перестановка в зв’язних списках також виходить більш економною.

Ще одна перевага сортування бульбашкою полягає в тому, що при незначних модифікаціях її можна зробити чутливою до початкової впорядкованості вхідної множини.

По-перше, можна ввести деяку логічну змінну, яка буде скидатися в false перед початком кожного проходу і встановлюватися в true при будь-якій перестановці. Якщо після закінчення проходу значення цієї змінної залишиться false, це означає, що міняти місцями більше немає нічого, сортування закінчено. При такій модифікації при попаданні на вхід алгоритму вже впорядкованої множини алгоритм виконає тільки один перегляд.

По-друге, можна враховано ту обставину, що за один перегляд вхідної множини на своє місце можуть „сплисти” не один, а два і більше елементів. Це легко врахувати, запам’ятовуючи при кожному перегляді позицію останньої перестановки і установки цієї позиції в якості межі між множинами для наступного перегляду. Саме ця модифікація реалізована в програмній ілюстрації сортуванню бульбашкою в наступному прикладі. Змінна nn при кожному проході встановлює верхню межу вхідної множини. В змінній х запам’ятовується позиція перестановок і в кінці перегляду останнє значення, що запам’яталось, заноситься в nn. Сортування буде закінчено, коли верхня межа вхідної множини стане рівною 0.

void Sort(int *a)

{


int nn, i, x;


nn = N;  // межа вхідної множини


do


{



x = 0;  // ознака перестановок



for ( i=1; i<nn; i++ )  // перебір вхідної множини




if ( a[i-1] > a[i] )  // порівняння сусідніх елементів




{





Swap(a[i-1], a[i]);  // перестановка





x = i;  // запам'ятовування позиції




}




nn = x;  // зсув межі


}


while (nn>0);  // цикл поки вих. множина не захопить весь масив

}

Ще одна модифікація сортування бульбашкою носить назву шейкер-сортування. Суть її полягає в тому, що напрями переглядів чергують: за проходом до кінця множини слідує прохід від кінця до початку вхідної множини. При перегляді в прямому напрямку запис з найбільшим ключем ставиться на своє місце в послідовності, при перегляді у зворотному напрямі – запис з самим меншим. Цей алгоритм досить ефективний для задач відновлення впорядкованості, коли початкова послідовність вже була впорядкована, але піддалася не дуже значним змінам. Впорядкованість в послідовності з одиночною зміною буде гарантовано відновлена усього за два проходи.

2.2.4. Сортування Шелла

Це ще одна модифікація сортування бульбашкою. Суть її полягає в тому, що тут виконується порівняння ключів, віддалених один від одного на деяку відстань d. Початковий розмір d звичайно вибирається рівним половині загального розміру сортованої послідовності. Виконується сортування бульбашкою з інтервалом порівняння d. Потім величина d зменшується удвічі і знов виконується сортування бульбашкою, далі d зменшується ще удвічі і т.д. Останнє сортування бульбашкою виконується при d=1. Якісний порядок сортування Шелла залишається 
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, середнє ж число порівнянь, визначене емпіричним шляхом, – N*log2(N)^2. Прискорення досягається за рахунок того, що виявленні „не на місці” елементи при d>1, швидше „спливають” на свої місця. Наступний приклад ілюструє сортування Шелла.

void Sort(int *a)

{


int d, i, t;


bool k;


// ознака перестановки


d = N / 2;

// початкове значення інтервалу


while (d>0)
// цикл із зменшенням інтервалу до 1


{



k = true;

// сортування бульбашкою з інтервалом d


while (k)

// цикл, поки є перестановки



{




k = false;




for ( i=0; i<N-d; i++ )

// порівняння ел-тів на інтервалі d





if ( a[i] > a[i+d] )





{






Swap(a[i], a[i+d]);

// перестановка






k = true;





// ознака перестановки





};



};



d = d / 2;








// зменшення інтервалу


};

}

2.3. Сортування включенням

2.3.1. Сортування простим включенням

Цей метод – „дослівна” реалізації стратегії включення. Порядок алгоритму сортування простим включенням – 
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, якщо враховувати тільки операції порівняння. Але сортування вимагає ще й в середньому 
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 переміщень, що робить її в такому варіанті значне менш ефективною, ніж сортування вибіркою.

Алгоритм сортування простим включенням ілюструється прикладом.

void Sort(int *a, int *b)

{


int i, j, k;


for ( i=0; i<N; i++ )  // перебір вхідного масиву


{



// пошук місця для в масиві виходу



j = 0;



while ((j<i) && (b[j]<=a[i]))




j++;



// звільнення місця для нового ел-та



for ( k=i; k>j; k-- )




b[k] = b[k-1];



b[j] = a[i];


// запис в масив виходу


};

}

Ефективність алгоритму може бути дещо поліпшена при застосуванні не лінійного, а дихотомічного пошуку. Проте, слід мати на увазі, що таке збільшення ефективності може бути досягнуте лише на множинах значного обсягу кількості елементів. Так як алгоритм вимагає великої кількості пересилок, при значному обсязі одного запису ефективність може визначатися не кількістю операцій порівняння, а кількістю пересилок.

Реалізація алгоритму обмінного сортування простими вставками відрізняється від базового алгоритму тільки тим, що вхідна і вихідна множина розміщені в одній ділянці пам’яті.

2.3.2. Бульбашкове сортування включенням

Це модифікація обмінного варіанту сортування. В цьому методі вхідна і вихід множини знаходяться в одній послідовності, причому вихід – в початковій її частині. В початковому стані можна вважати, що перший елемент послідовності вже належить впорядкованій вихідній множині, інша частина послідовності – неврегульована вхідна. Перший елемент вхідної множини примикає до кінця вихідної множини. На кожному кроці сортування відбувається перерозподіл послідовності: вихідна множина збільшується на один елемент, а вхідна – зменшується. Це відбувається за рахунок того, що перший елемент вхідної множини тепер вважається останнім елементом вихідної. Потім виконується перегляд вихідної множини від кінця до початку з перестановкою сусідніх елементів, які не відповідають критерію впорядкованості. Перегляд припиняється, коли припиняються перестановки. Це приводить до того, що останній елемент вихідної множини „випливає” на своє місце в множині. Оскільки при цьому перестановка приводить до зсуву нового в вихідній множині елемента на одну позицію ліворуч, немає сенсу кожен раз проводити повний обмін між сусідніми елементами – достатньо зсовувати старий елемент праворуч, а новий елемент записати в вихідну множину, коли його місце буде встановлено. Саме так і побудований наступний приклад реалізації цього сортування.

void Sort (int *a)

{


int i, j, k, t;


for ( i=1; i<N; i++ )  // перебір вхідного масиву


{



// *** вх.множина - [і..N-1], вих.множина - [0..і]



t = a[i];  // запам'ятовується значення нового ел-та



j = i-1;  //пошук місця для ел-та у вих. множині з зсувом



// цикл закінчиться досягши початку або,



// коли зустріне ел-т, менший нового



while ((j >= 0) && (a[j]>t))




a[j+1] = a[j--];  // всі ел-ти, більші нового зсовуються




// цикл від кінця до початку множини виходу



a[j+1] = t;  // новий ел-т ставиться на своє місце


};

}

Хоча обмінні алгоритми стратегії включення і дозволяють скоротити число порівнянь за наявності деякої початкової впорядкованості вхідної множини, значна кількість пересилок істотно знижує ефективність цих алгоритмів. Тому алгоритми включення доцільно застосовувати до зв’язних структур даних, коли операція перестановки елементів структури вимагає не пересилки даних в пам’яті, а виконується способом корекції покажчиків.

2.3.3. Турнірне сортування

Цей метод сортування отримав свою назву через схожість з кубковою системою проведення спортивних змагань: учасники змагань розбиваються на пари, в яких розігрується перший тур; з переможців першого туру складаються пари для розиграшу другого туру і т.д. Алгоритм сортування складається з двох етапів. На першому етапі будується дерево: аналогічне схемі розиграшу кубка.

Наприклад, для послідовності чисел:

16 21 8 14 26 94 30 1

таке дерево буде мати вид піраміди:
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У наступному прикладі приведена програмна ілюстрація цього алгоритму. Побудова піраміди виконується функцією CreateHeap. Піраміда будується від основи до вершини. Елементи, що становлять кожний рівень, зв’язуються в лінійний список, тому кожний вузол дерева крім звичайних покажчиків на нащадків – left і right – містить і покажчик на „брата” – next. При роботі з кожним рівнем покажчик містить початкову адресу списку елементів в даному рівні. На першій фазі будується лінійний список для нижнього рівня піраміди, в елементи якого заносяться ключі з початкової послідовності. Наступний цикл while в кожній своїй ітерації надбудовує наступний рівень піраміди. Умовою завершення цього циклу є отримання списку, що складається з єдиного елемента, тобто, вершини піраміди. Побудова чергового рівня полягає в попарному переборі елементів списку, що становить попередній (нижній) рівень. На новий рівень переноситься якнайменше значення ключа з кожної пари.

Наступний етап полягає у вибірці значень з піраміди і формування з них впорядкованої послідовності (функції HeapSort і Competit). В кожній ітерації циклу функції HeapSort вибирається значення з вершини піраміди – це якнайменше з наявних в піраміді значень ключа. Вузол-вершина при цьому звільняється, звільняються також і всі вузли, займані вибраним значенням на більш низьких рівнях піраміди. За вузли, що звільнилися, влаштовується (знизу вгору) змагання між їхніми нащадками.

Функція HeapSort одержує вхідний параметр ph – покажчик на вершину піраміди, і формує вихідний параметр – впорядкований масив чисел. Уся функція HeapSort складається з циклу, в кожній ітерації якого значення з вершини переноситься в масив, а потім викликається функція Competit, яка забезпечує реорганізацію піраміди у зв’язку з видаленням значення з вершини.

Функція Competet рекурсивна, її параметром є покажчик на вершину того дерева, яке підлягає реорганізації. В першій фазі функції встановлюється, чи є у вузла, що становить вершину заданого дерева, нащадок, значення даних в якому співпадає із значенням даних у вершині. Якщо такий нащадок є, то функція Competit викликає сама себе для реорганізації цього дерева, вершиною якого є знайдений нащадок. Після реорганізації адреса нащадка у вузлі замінюється тією адресою, яка повернула рекурсивний виклик Competit. Якщо після реорганізації виявляється, що у вузла немає нащадків (або він не мав нащадків із самого початку), то вузол знищується і функція повертає порожній покажчик. Якщо ж у вузла ще залишаються нащадки, то в полі даних вузла заноситься значення даних з того нащадка, в якому це значення якнайменше, і функція повертає колишню адресу вузла.

// Турнірне сортування

struct node


// вузол дерева

{


int key;



// дані


node *left;


node *right;

// покажчики на нащадків


node *next;

// покажчик на "брата"

};

// Створення дерева

// функція повертає покажчик на вершину створеного дерева

node* HeapCreate(int *a)

{


int i;


node *ph2;


// адреса початку списку рівня


node *p1;


// адреса нового елемента


node *p2;


// адреса попереднього елемента


node *pp1;


node *pp2;


// адреси пари, що змагається


// Фаза 1 - побудова самого нижнього рівня піраміди


ph2 = NULL;


for ( i=0; i<N; i++ )


{



p1 = new node;

// виділення пам'яті для нового ел-та



p1->key = a[i];

// запис даних з масиву



p1->left = NULL;



p1->right = NULL;
// нащадків немає



// зв'язування в лінійний список по рівню



if ( ph2 == NULL )




ph2 = p1;



else




p2->next = p1;



p2 = p1;


}


p1->next = NULL;


// Фаза 2 - побудова інших рівнів


while (!(ph2->next == NULL)) // цикл до вершини піраміди


{



pp1 = ph2;



ph2 = NULL;





// початок нового рівня



while (!(pp1 == NULL))
// цикл по черговому рівню



{




pp2 = pp1->next;




p1 = new node;




// адреси нащадків з попереднього рівня




p1->left = pp1;




p1->right = pp2;




p1->next = NULL;




// зв'язування в лінійний список по рівню




if ( ph2 == NULL )





ph2 = p1;




else





p2->next = p1;




p2 = p1;




// змагання даних за вихід на рівень




if ( (pp2 == NULL) || (pp2->key > pp1->key) )





p1->key = pp1->key;




else





p1->key = pp2->key;




// перехід до наступної пари




if ( !(pp2 == NULL) )





pp1 = pp2->next;




else





pp1 = NULL;



}


}


return ph2;

}

// Реорганізація поддерева 

// функція повертає покажчик на вершину реорганизованного дерева

node* Competit(node *ph)

{


// визначення наявності нащадків,


// вибір нащадка для реорганізації,


// реорганізація його


if ( !(ph->left == NULL) && (ph->left->key==ph->key) )



ph->left = Competit(ph->left);


else if ( !(ph->right == NULL) )



ph->right = Competit(ph->right);


if ( (ph->left == NULL) && (ph->right==NULL) )


{



// звільнення порожнього вузла



delete ph;



ph = NULL;


}


else



// змагання даних нащадків



if ( (ph->left == NULL) ||




 ( !(ph->right == NULL) && (ph->left->key > ph->right->key) ) )




ph->key = ph->right->key;



else




ph->key = ph->left->key;


return ph;

}

// Сортування

void HeapSort(int *a)

{


node * ph;


// адреса вершини дерева


int i;


ph = HeapCreate(a);

// створення дерева


// вибірка з дерева


for ( i=0; i<N; i++ )


{



// перенесення даних з вершини в масив



A[i] = ph->key;



// реорганізація дерева



ph = Competit(ph);


}

}

Побудова дерева вимагає N-1 порівнянь, вибірка – N*log2(N) порівнянь. Порядок алгоритму, таким чином, – O(N*log2(N)). Складність операцій над зв’язними структурами даних, проте, значно вища, ніж над статичними структурами. Крім того, алгоритм неекономний відносно пам’яті: дублювання даних на різних рівнях піраміди приводить до того, що робоча ділянка пам’яті містить приблизно 2*N вузлів.

2.3.4. Сортування впорядкованим бінарним деревом

Алгоритм складається з побудови впорядкованого бінарного дерева і подальшого його обходу. Якщо немає необхідності в побудові всього лінійного впорядкованого списку значень, то немає необхідності і в обході дерева, в цьому випадку застосовується пошук у впорядкованому бінарному дереві. Відзначимо, що порядок алгоритму – O(N*log2(N)), але в конкретних випадках все залежить від впорядкованості початкової послідовності, який впливає на ступінь збалансованості дерева і нарешті – на ефективність пошуку.

Заслуговує на увагу модифікація цього алгоритму запропонована Р.Флойдом. Метод сортування за допомогою прямої вибірки базується на повторних пошуках найменшого ключа серед n елементів, серед тих що залишилися n-1 елементів і так далі. Виявлення найменшого серед n елементів потребує – n-1 порівнянь, серед n-1 вже потрібно n-2 порівнянь і так далі. Як же в такому випадку можна удосконалити згаданий метод сортування? Цього можна добитися, тільки залишаючи після кожного проходу більше інформації, ніж просто ідентифікація єдиного мінімального елемента. Наприклад, виконавши n/2 порівнянь, можна визначити в кожній парі ключів менший. За допомогою n/4 порівнянь – менший із пари вже вибраних менших і так далі. Провівши n-1 порівнянь, можна побудувати дерево вибору і ідентифікувати його корінь як потрібний найменший ключ.

Другий етап сортування – спуск вздовж шляху, відміченого найменшим елементом, і виключення його з дерева шляхом заміни або на пустий елемент (дірку) в самому низу, або на елемент із сусідньої гілки в проміжних вершинах. Елемент, який перемістився в корінь дерева, знову буде найменшим (тепер вже другим) ключем, і його можна виключити. Після n таких кроків дерево стане пустим і процес сортування завершується.

Звичайно, хотілося б позбавитися дірок, якими в кінцевому рахунку буде заповнене все дерево і які породжують багато непотрібних порівнянь. Крім того, потрібно знайти б таке представлення дерева з n елементів, яке потребує лише n одиниць пам’яті.

Р. Флойдом був запропонований деякий „лаконічний” спосіб побудови піраміди „на тому ж місці”, який використовує функцію зсуву елементів початкового вектора:

int a[N];

void shift(L, R)

{


i=L;


j=2*L;


x=a[L];


if ( (j<=L) && (a[j]<a[j+1]) )



j++;


while ( (j<=R) && (x<a[j]) )


{



a[i] = a[j];



i = j;



j = 2*j;



if (j<R) && (a[j]<a[j+1])




j++;


}

}

void Sort(void)

{


L=1+N*0.5;


R=N;


while (L>1)


{



L--;



shift(L, R)


}


while (R>1)


{



x = a[1];



a[1] = a[R];



a[R] = x;



R--;



sift(L, R)


}

}

2.3.5. Сортування частково впорядкованим деревом

У бінарному дереві, яке будується в цьому методі сортування для кожного вузла справедливе наступне твердження: значення ключа, записане у вузлі, менше, ніж ключі його нащадків. Для повністю впорядкованого дерева є вимоги до співвідношення між ключами нащадків. Для даного дерева таких вимог немає, тому таке дерево і називається частково впорядкованим. Крім того, таке дерево повинно бути абсолютно збалансованим. Це означає не тільки те, що довжини шляхів до будь-якого двох листків розрізняються не більш, ніж на 1, але і те, що при додаванні нового елемента в дерево перевага завжди віддається лівій гілці, поки це не порушує збалансованість.

Представлення дерева у вигляді піраміди наочно показує, що для такого дерева можна ввести поняття „початку” і „кінця”. Початком, природно, буде вважатися вершина піраміди, а кінцем – самий крайній лівий елемент.

Для сортування цим методом потрібно визначити дві операції: вставка в дерево нового елемента і вибірка з дерева мінімального елемента; причому виконання будь-якій з цих операцій не повинне порушувати ні сформульованої вище часткової впорядкованості дерева, ні його збалансованості.

Алгоритм вставки полягає в наступному. Новий елемент вставляється на перше вільне місце за кінцем дерева. Якщо ключ вставленого елемента менший, ніж ключ його предка, то предок і вставлений елемент міняються місцями. Ключ вставленого елемента тепер порівнюється з ключем його предка на новому місці і так далі. Порівняння закінчуються, коли ключ нового елемента виявиться більшим ключа предка або коли новий елемент „випливе” у вершину піраміди.

Процедура вибірки елемента дещо складніша. Очевидно, що мінімальний елемент знаходиться у вершині. Після вибірки за місце, що звільнилося, влаштовується змагання між нащадками, і у вершину переміщається нащадок з якнайменшим значенням ключа. За звільнене місце переміщеного нащадка змагаються його нащадки і так далі, поки вільне місце не опуститься до листка.

Впорядкованість дерева відновлена, але порушено умову його збалансованості, оскільки вільне місце знаходиться не в кінці дерева. Для відновлення збалансованості останній елемент дерева переноситься на місце, що звільнилося, а потім „спливає” по тому ж алгоритму, який застосовувався при вставці.

Перш, ніж описувати приклад, що ілюструє сортування частково впорядкованим деревом, потрібно звернути увагу на спосіб, яким в ньому дерево представлене в пам’яті. Це спосіб представлення бінарних дерев в статичній пам’яті, який може бути застосований і в інших задачах. Елементи дерева розташовуються в сусідніх комірках пам’яті за рівнями. Найперша комірка виділеної пам’яті займає вершина. Наступні дві комірки – елементи другого рівня, наступні 4 – третього і т.д.

При такому представленні відпадає необхідність зберігати у складі вузла дерева покажчики, оскільки адреси нащадків можуть бути обчислені. Для вузла, представленого елементом масиву з індексом і індекси його лівого і правого нащадків будуть 2*і+1 і 2*і+2, відповідно. Для вузла з індексом і індекс його предка буде (і-1)/2.

Після всього вищесказаного алгоритм прикладу не потребує особливих пояснень. Пояснимо тільки структуру прикладу. Саме дерево представлене в масиві tree, змінна nt є індексом першого вільного елемента в масиві. Функції для роботи:

функція InitST – ініціалізація модуля, установка початкового значення nt;

· функція InsertST – вставка в дерево нового елемента; функція повертає false, якщо в дереві немає вільного місця, інакше – true;

· функція DeleteST – вибірка з дерева мінімального елемента; функція повертає false, якщо дерево порожнє, інакше – true;

· функція Down – забезпечує спуск вільного місця з вершини піраміди в її основу, функція повертає індекс вільного місця після спуску;

· функція Up – забезпечує спливання елемента із заданого місця.

// Сортування частково впорядкованим деревом 


int tr[N];

// дерево


int nt;


// індекс останнього елемента в дереві

// Спливання елемента з місця з індексом l
void Up(int l)

{


int h;






// l - індекс вузла, h - індекс його предка


h = ( l – 1 ) / 2;
// індекс предка


while ( h >= 0 )

// до початку дерева


{



if (tr[l] < tr[h])



{




// ключ вузла менше, ніж в предка




Swap(tr[l], tr[h]);

// перестановка




l = h;




h = ( l – 1 ) / 2;

// предок стає поточним вузлом



}



else



h = -1;






// кінець спливання


}

}

// Спуск вільного місця з початку дерева

int Down(void)

{


int h, l;
// h - індекс вузла, l - індекс його нащадка


h = 0;


// початковий вузол - початок дерева


while (true)


{



l = h * 2 + 1;
// обчислення індексу 1-го нащадка



if ( l+1 <= nt )



{




// у вузла є 2-й нащадок




if ( tr[l] <= tr[l+1] )




{





// 1-й нащадок менше 2-го





tr[h] = tr[l]; // 1-й нащадок переноситься в поточний вузол





h = l;  // 1-й нащадок стає поточним вузлом




}




else



{





// 2-й нащадок менше 1-го





tr[h] = tr[l+1];
// 2-й нащадок переноситься в поточний вузол





h = l + 1;



// 2-й нащадок стає поточним вузлом




}



}



else



if ( l == nt )




{





// 1-й нащадок є, 2-го немає





tr[h] = tr[l]; // 1-й нащадок переноситься в поточний вузол





return l; // спуск закінчений




}




else




// нащадків немає - спуск закінчений





return h;


}

}

// Ініціалізація сортування деревом

void InitST(void)

{


nt = -1; // дерево порожнє

}

// Вставка eл-та в дерево

bool InsertST(int a)

{


if ( nt == N-1)



return false;
// дерево заповнене - відмова


else






// в дереві є місце


{



tr[++nt] = a;
// запис в кінець дерева



Up(nt);



// спливання



return true;


}

}

// Вибірка eлемента з дерева

bool DeleteST(int & a)

{


int n;


if ( nt == -1 ) // дерево порожнє - відмова



return false;


else // дерево не порожнє


{



a = tr[0];  // вибірка eл-та з початку



n = Down(); // спуск вільного місця в позицію n


if ( n < nt )



{




// якщо вільне місце спустилося не в кінець дерева




tr[n] = tr[nt];

// eл-т з кінця переноситься на вільне місце




Up(n);





// спливання



}



nt = nt-1;



return true;


}

}

Якщо застосовувати сортування частково впорядкованим деревом для впорядкування вже готової послідовності розміром N, то необхідно N раз виконати вставку, а потім N раз – вибірку. Порядок алгоритму – O(N*log2(N)), але середнє значення кількості порівнянь приблизно в 3 рази більше, ніж для турнірного сортування. Але сортування частково впорядкованим деревом має одну істотну перевагу перед всіма іншими алгоритмами – це найзручніший алгоритм для „сортування on-line”, коли сортована послідовність не зафіксована до початку сортування, а міняється в процесі роботи і вставки чергують з вибірками. Кожна зміна (додавання елемента) сортованої послідовності вимагає тут не більш, ніж 2*log2(N) порівнянь і перестановок, в той час, як інші алгоритми вимагають при одиничній зміні нового впорядковування всієї послідовності „за повною програмою”.

2.4. Сортування розподілом

2.4.1. Порозрядне цифрове сортування

Алгоритм вимагає представлення ключів сортованої послідовності у вигляді чисел в деякій системі числення P. Число проходів сортування рівно максимальному числу значущих цифр в числі – D. При кожному проході аналізується значуща цифра в черговому розряді ключа, починаючи з молодшого розряду. Всі ключі з однаковим значенням цієї цифри об’єднуються в одну групу. Ключі в групі розташовуються в порядку їхнього надходження. Після того, як вся початкова послідовність розподілена по групах, групи розташовуються в порядку зростання пов’язаних з групами цифр. Процес повторюється для другої цифри і т.д., поки не будуть вичерпані значущі цифри в ключі. Основа системи числення P може бути будь-якою, в окремому випадку 2 або 10. Для системи числення з основою P потрібно P груп.

Порядок алгоритму якісно лінійний – O(N), для сортування потрібно D*N операцій аналізу цифри. Проте, в такій оцінці порядку не враховується ряд обставин.

По-перше, операція виділення значущої цифри буде простою і швидкою тільки при P=2, для інших систем числення ця операція може вимагати значно більше часу, ніж операція порівняння.

По-друге, при оцінці алгоритму не враховуються затрати часу і пам’яті на створення і ведення груп. Розміщення груп в статичній робочій пам’яті вимагає пам’яті для P*N елементів, оскільки в граничному випадку всі елементи можуть потрапити в якусь одну групу. Якщо ж формувати групи усередині тієї ж послідовності за принципом обмінних алгоритмів, то виникає необхідність перерозподілу послідовності між групами і всі проблеми і недоліки, властиві алгоритмам включення. Найбільш раціональним є формування груп у вигляді зв’язних списків з динамічним виділенням пам’яті.

У наступному прикладі застосовуємо порозрядне сортування до статичної структури даних і формуємо групи на тому ж місці, де розташована початкова послідовність. Приклад вимагає деяких пояснень.

Ділянка пам’яті, займана масивом перерозподіляється між вхідною і вихідною множинами, як це робилося і у ряді попередніх прикладів. Вихідна множина (вона розміщується на початку масиву) розбивається на групи. Розбиття відстежується в масиві b. Елемент масиву b[і] містить індекс в масиві a, з якого починається і+1-а група. Номер групи визначається значенням аналізованої цифри числа. Коли чергове число вибирається з вхідної множини і повинне бути занесене в і-ту групу вихідної множини, воно буде записано в позицію, яка визначається значенням b[і]. Але заздалегідь ця позиція повинна бути звільнена: ділянка масиву від b[і] до кінця вихідної множини включно зсовується в право. Після запису числа в і-ту групу і-те і всі подальші значення в масиві b коректуються – збільшуються на 1.

// Цифрове сортування (розподіл)

int const D=4;

// максимальна кількість цифр в числі

int const P=10;

// основа системи счислення

// повертає значення n-ої цифри в числі v
int Digit(int v, int n)

{


for ( int i=n; i>0;i-- )



v = v / P;


return v % P;

}

void Sort(int *a)

{


int b[P];

// індекс елемента наступного за останнім в і-ій групі


int i, j, k, m, x;


for ( m=0; m<D; m++ ) // перебір цифр, починаючи з молодшої


{



for ( i=0; i<P; i++ )




b[i] = 0;

// початокове значення індексів



for ( i=0; i<N; i++ )

// перебір масиву



{




k = Digit(a[i],m);

// визначення m-ої цифри




x = a[i];




// зсув - звільнення місця в кінці k-ої групи




for ( j=i; j>b[k]; j-- )





a[j] = a[j-1];




// запис в кінець k-ої групи




a[b[k]] = x;




// модифікація k-го індексу і всіх більших




for ( j=k; j<P; j++ )





b[j] = b[j]+1;



}


}

}

2.4.2. Швидке сортування Хоара

Даний алгоритм відноситься до розподільних і забезпечує показники ефективності O(N*log2(N)) навіть при якнайгіршому початковому розподілі.

Використовується два індекси – і і j – з початковими значеннями 0 і N-1 відповідно. Ключ K[і] порівнюється з ключем K[j]. Якщо ключі задовольняють критерію впорядкованості, то індекс j зменшується на 1 і проводиться наступне порівняння. Якщо ключі не задовольняють критерію, то записи R[і] і R[j] міняються місцями. При цьому індекс j фіксується і починає мінятися індекс і (збільшуватися на 1 після кожного порівняння). Після наступної перестановки фіксується і і починає змінюватися j і т.д. Прохід закінчується, коли індекси і і j стають рівними. Запис, що знаходиться на позиції зустрічі індексів, стоїть на своєму місці в послідовності. Цей запис ділить послідовність на дві підмножини. Всі записи, розташовані ліворуч від неї мають ключі, менші ніж ключ цього запису, всі записи праворуч – більші. Той же самий алгоритм застосовується до лівої підмножини, а потім до правої. Записи підмножини розподіляються на дві менші підмножини і так далі. Розподіл закінчується, коли отримана підмножина буде складатися з єдиного елемента – така підмножина вже є впорядкованою.

Процедура сортування в наступному прикладі рекурсивна. При її виклику повинні бути задані значення меж сортованої ділянки від 0 до N-1.

// Швидке сортування Хоара

void Sort(int *a, int i0, int j0)

// і0, j0 - межі сортованої ділянки

{


int i, j;  // поточні індекси в масиві


bool flag; // ознака змінного індексу: 







// якщо flag=true - зменшується j, інакше - збільшується і


if ( j0 <= i0 )



return; // підмножина порожня або з 1 eл-та


i = i0;


j = j0;


flag = true; // спочатку буде змінюватися j

while ( i < j )


{



if ( a[i] > a[j] )



{




Swap(a[i], a[j]); // перестановка




// після перестановки міняється змінний індекс




flag = !flag;



}



// реально змінюється тільки один індекс



if (flag)




j--;



else




i++;


}


Sort(a, i0, i-1); // сортування лівого підмасиву


Sort(a, i+1, j0); // сортування правого підмасиву

}

2.5. Сортування злиттям

Алгоритми сортування злиттям, як правило, мають порядок O(N*log2(N)), але відрізняються від інших алгоритмів більшою складністю і вимагають великої кількості пересилок. Алгоритми злиття застосовуються в основному, як складова частина зовнішнього сортування. Тут же для розуміння принципу злиття приведемо найпростіший алгоритм злиття в оперативній пам’яті.

2.5.1. Сортування попарним злиттям

Вхідна множина розглядається, як послідовність підмножин, кожна з яких складається з єдиного елемента і, отже, є вже впорядкованим. На першому проході кожні дві сусідні одноелементних множини зливаються в одну двоелементну впорядковану множину. На другому проході двоелементні множини зливаються в 4-елементні впорядковані множини і т.д. Врешті-решт отримують одну велику впорядковану множину.

Самою найважливішою частиною алгоритму є злиття двох впорядкованих множин. Цю частину алгоритму опишемо більш детально.

1. Початкові установки. Визначити довжини першої і другої початкових множин – l1 і l2 відповідно. Встановити індекси поточних елементів в початковій множині і1 і і2 в 0. Встановити індекс в вихідній множині j=1.

2. Цикл злиття. Виконувати крок 3 до тих пір, поки і1<=l1 і і2<=l2.

3. Порівняння. Порівняти ключ і1-го елемента з першої початкової множини з ключем і2-го елемента з другої початкової множини. Якщо ключ елемента з 1-ої множини менший, то записати і1-тий елемент з 1-ої множини на j-те місце в вихідній множині і збільшити і1 на 1. Інакше – записати і2-тий елемент з 2-ої множини на j-те місце в вихідній множині і збільшити і2 на 1. Збільшити j на 1.

4. Виведення залишків. Якщо і1<=l1, то переписати частину 1-ої початкової множини від і1 до l1 включно в вихідну множину. Інакше – переписати частину 2-ої початкової множини від і2 до l2 включно в вихідну множину.

2.6. Рандомізація

В деяких програмах потрібно виконання операцій, протилежних сортуванню. Отримавши множину елементів, програма повинна розмістити їх у випадковому порядку. Рандомізацію нескладно виконати, використовуючи алгоритм, подібний на сортування вибіркою.

Для кожного розміщення в множині, алгоритм випадковим чином вибирає елемент, який повинен його зайняти з тих, які ще не були розміщені на своєму місці. Потім цей елемент міняється місцями з елементом, який, знаходиться на цій позиції. Так як алгоритм заповнює кожну позицію лише один раз, його складність – O(N).

Нескладно показати, що імовірність того, що елемент виявиться на якій-небудь позиції, рівна 1/N. Оскільки елемент може виявитися на будь-якій позиції з однаковою імовірністю, цей алгоритм дійсно приводить до випадкового розміщення елементів.

Результат рандомізації залежить від того, наскільки ефективним є генератор випадкових чисел. Для даного алгоритми не важливий початковий порядок розміщення елементів. Якщо необхідно неодноразово рандомізувати множину елементів, немає необхідності її попередньо сортувати.

Приведемо простий приклад функції рандомізації вектору цілих чисел.

void UnSort(int *a)

{


int i, pos;


for (i=0; i<N; i++)


{



pos = i + rand() %(N - i);



Swap(a[pos], a[i]);


}

}

Зауважимо, що перед використанням функції отримання випадкового числа – rand(), доцільно викликати функцію ініціалізації генератора випадкових чисел – randomize().

3. АЛГОРИТМИ пошуку

Одна з тих дій, які найбільш часто зустрічаються в програмуванні – пошук. Існує декілька основних варіантів пошуку, і для них створено багато різноманітних алгоритмів.

Задача пошуку – відшукати елемент, ключ якого рівний заданому „аргументу пошуку”. Отриманий в результаті цього індекс забезпечує доступ до усіх полів виявленого елемента.

3.1. Послідовний (лінійний) пошук

Найпростішим методом пошуку елемента, який знаходиться в неврегульованому наборі даних, за значенням його ключа є послідовний перегляд кожного елемента набору, який продовжується до тих пір, поки не буде знайдений потрібний елемент. Якщо переглянуто весь набір, і елемент не знайдений – значить, шуканий ключ відсутній в наборі. Цей метод ще називають методом повного перебору.

Для послідовного пошуку в середньому потрібно N/2 порівнянь. Таким чином, порядок алгоритму – лінійний – O(N).

Програмна ілюстрація лінійного пошуку в неврегульованому масиві приведена в наступному прикладі, де a – початковий масив, key – ключ, який шукається; функція повертає індекс знайденого елемента.

int LinSearch(int *a, int key)

{


int i = 0;


while ( (i<N) && (a[i] != key) )



i++;


return i;

}

Якщо елемент знайдено, то він знайдений разом з мінімально можливим індексом, тобто це перший з таких елементів. Рівність i=N засвідчує, що елемент відсутній.

Єдина модифікація цього алгоритму, яку можна зробити, – позбавитися перевірки номера елементу масиву в заголовку циклу (i<N) за рахунок збільшення масиву на один елемент у кінці, значення якого перед пошуком встановлюють рівним шуканому ключу – key – так званий „бар’єр”.

int LinSearch(int *a, int key)

{


a[N] = key;


i = 0;


while (a[i] != key)



i++;


return i;


// i<N – повернення номера елемента

}

3.2. Бінарний пошук

Очевидно, що інших способів пришвидшення пошуку не існує, якщо, звичайно, немає ще якої-небудь інформації про дані, серед яких ведеться пошук. Алгоритм пошук може бути значно ефективнішим, якщо дані будуть впорядковані.

Іншим, відносно простим, методом доступу до елемента є метод бінарного (дихотомічного) пошуку, який виконується в явно впорядкованій послідовності елементів. Записи в таблицю заносяться в лексикографічному (символьні ключі) або чисельно (числові ключі) зростаючому порядку. Для досягнення впорядкованості може бути використаний котрийсь з методів сортування, які розглянемо пізніше.

Оскільки шуканий елемент швидше за все знаходиться „десь в середині”, перевіримо саме середній елемент: a[N / 2] == key? Якщо це так, то знайдено те, що потрібно. Якщо a[N / 2] < key , то значення i = N / 2 є замалим і шуканий елемент знаходиться „праворуч”, а якщо a[N / 2] > key, то „ліворуч”, тобто на позиціях 0 … i.

Для того, щоб знайти потрібний запис в таблиці, у гіршому випадку потрібно log2(N) порівнянь. Це значно краще, ніж при послідовному пошуку.

Приведемо ілюстрація бінарного пошуку на прикладі.

int BinSearch(int *a, int key)

{


int b, e, i;


b = 0; e = N-1;



// початкові значення меж


bool Found = false;

// прапорець


while ( (b < e) && !Found)
// цикл, поки інтервал пошуку не звузиться до 0


{



i = ( b + e ) / 2;
// середина інтервалу



if ( a[i] == key )




Found = true;



// ключ знайдений



else




if ( a[i] < key )





b = i + 1;


// пошук в правому підінтервалі




else




e = i - 1;


// пошук в лівому підінтервалі


}


return i;

}

Максимальна кількість порівнянь для цього алгоритму рівна log2(N). Таким чином, приведений алгоритм суттєво виграє у порівнянні з лінійним пошуком.

Ефективність дещо покращиться, якщо поміняти місцями заголовки умовних операторів. Перевірку на рівність можна виконувати в другу чергу, так як вона зустрічається лише одноразово і приводить до завершення роботи. Але більш суттєвий виграш дасть відмова від завершення пошуку при фіксації знаходження елемента.

int BinSearch(int *a, int key)

{


int b, e, i;


b = 0; e = N-1;


while (b<e)


{



i = (b + e) / 2;



if (а[m] < x)




b = i + 1;



else




e = i - 1;


}


return i

}

Завершення циклу гарантовано. Це пояснюється наступним. На початку кожного кроку b<e. Для середнього арифметичного i справедлива умова b<=i<e. Значить, різниця e-b дійсно спадає, тому що або b збільшується при присвоєнні йому значення i+1, або e зменшується при присвоєнні йому значення i-1. При b<=i повторення циклу закінчується.

Виконання умови b=e ще не засвідчує знаходження потрібного елемента. Тут потрібна додаткова перевірка. Також, необхідно враховувати, що елемент a[e] у порівняннях ніколи не бере участі. Значить, і тут необхідна додаткова перевірка на рівність a[e]=key. Але ці перевірки виконуються однократно.

Алгоритм бінарного пошуку можна представити і трохи інакше, використовуючи рекурсивний опис. В цьому випадку граничні індекси інтервалу b і e є параметрами алгоритму. Рекурсивна процедура бінарного пошуку представлена в наступній програмі. Для виконання пошуку необхідно при виклику процедури задати значення її формальних параметрів b і е – 0 і N-1 відповідно, де b, e – граничні індекси області пошуку.

int BinSearch(int *a, int key, int & b, int & e)

{


int i;


if ( b > e )



return -1;



// перевірка ширини інтервалу


else

{



i = ( b + e ) / 2;

// середина інтервалу



if ( a[i] == key )




return i;




// ключ знайдений, повернення індексу



else




if ( a[i] < key )

// пошук в правому підінтервалі





return BinSearch(a, key, i+1, e);




else







// пошук в лівому підінтервалі





return BinSearch(a, key, b, i-1);


}

}

Відомо, також, декілька модифікацій алгоритму бінарного пошуку, які виконуються на деревах.

3.3. Метод інтерполяції
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Якщо немає ніякої додаткової інформації про значення ключів, крім факту їхнього впорядкування, то можна припустити, що значення key збільшуються від a[0] до a[N-1] більш-менш „рівномірно”. Це означає, що значення середнього елементу a[N / 2] буде близьким до середнього арифметичного між найбільшим та найменшим значенням. Але, якщо шукане значення key відрізняється від вказаного, то є деякий сенс для перевірки брати не середній елемент, а „середньо-пропорційний”, тобто такий, номер якого пропорційний значенню key: 

Програмна реалізація такого варіанту пошуку матиме вигляд:

int BinSearch(int *a, int key)

{


int b, e, i;


b = 0; e = N-1;



// початкові значення меж


while ( b < e )



// цикл, поки інтервал пошуку не звузиться до 0


{



i = b + (key – a[b])*(e-b) / (a[e] – a[b]);



if ( a[i] == key )




return i;



// ключ знайдений - повернення індексу



else




if ( a[i] < key )





b = i + 1;


// пошук в правому підінтервалі




else




e = i - 1;


// пошук в лівому підінтервалі


}


return -1;



// ключ не знайдений

}

Вираз для поточного значення i одержано з пропорційності відрізків на рисунку:
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В середньому цей алгоритм має працювати швидше за бінарний пошук, але у найгіршому випадку буде працювати набагато довше.

3.4. Метод „золотого перерізу”

Деякий ефект дає використання так званого „золотого перерізу”. Це число 
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, що має властивість:


[image: image17.wmf]2

1,2

115

1;  10;  .

2

jjjj

j

±

-=--==


Доданій корінь 
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 і є золотим перерізом.

Згідно цього алгоритму відрізок b … e слід ділити не навпіл, як у бінарному алгоритмі, а на відрізки, пропорційні 
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 та 1, в залежності від того, до якого краю ближче key. Замість оператора

i = …;

у програму бінарного пошуку слід внести наступний фрагмент, попередньо визначивши константу Phi:

if a[e] - key < key - a[b]


i = b + (e - b) * (Phi - 1);

else


i = e - (e - b) * (Phi - 1) + 1;

3.5. Алгоритми пошуку послідовностей

Даний клас задача відноситься до задачі пошуку слів у тексті. Нехай масив a[N] вважається масивом символів останній елемент якого – 0:

char a[N];

у якому слід знайти заданий рядок символів: 
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 довжиною m.

3.5.1. Прямий алгоритм пошуку

Одним з найпростіших методів пошуку є послідовне порівняння першого символу s з символами масиву a. Якщо наявний збіг, тоді порівнюються другі, треті,... символи аж до повного збігу рядка s з частиною вектору такої ж довжини, або до незбігу у деякому символі. Тоді пошук продовжується з наступного символу масиву a та першого символу рядку s. Це визначається елементарною програмою:

i = 0;


// номер символу масиву a

while (i < N - lenghts)

{


j = 0;

// номер символу рядка s


while ((s[j] == a[i+j]) && (j<lenghts)



j++;


if (j==lenghts)



return i; 

// успіх

}

Якщо збіги відбуватимуться досить часто, то час роботи програми може бути досить значним.

Існує варіант удосконалення цього алгоритму – це починати пошук після часткового збігу не з наступного елементу масиву, а з символу, наступного після тих, що переглядалися, якщо у рядку s немає фрагментів, що повторюються.

j = 0; // j - номер символа у a
found = false;

while (!found)

{


i = 0;

// i - номер символа у s


while ((s[i] == a[j]) && (s[i] != ‘/0’)


{



i++;



j++;


};


if (s[i] == ‘/0’



found = true;


else



j -= i-1;

};

3.5.2. Алгоритм Кнута, Моріса, Пратта

Д. Кнут, Д. Моріс і В. Пратт винайшли алгоритм, який фактично потребує лише N порівнянь навіть в самому поганому випадку. Новий алгоритм базується на тому, що після часткового збігу початкової частини слова з відповідними символами тексту фактично відома пройдена частина тексту і можна „обчислити” деякі відомості (на основі самого слова), за допомогою яких потім можна швидко пересунутися текстом. Приведений приклад пошуку слова ABCABD показує принцип роботи такого алгоритму. Символи, які пройшли порівняння, – підкреслені. Зверніть увагу: при кожному незбігу пари символів слово зсовується на всю пройдену відстань, оскільки менші зсуви не можуть привести до повного збігу.


ABCABCABAABCABD

ABCABD

     ABCABD

      ABCABD

        ABCABD

         ABCABD
Основною відмінністю КМП-алгоритму від алгоритму прямого пошуку є здійснення зсуву слова не на один символ на кожному кроці алгоритму, а на деяку змінну кількість символів. Таким чином, перед тим як виконувати черговий зсув, потрібно визначити величину зсуву. Для підвищення ефективності алгоритму необхідно, щоб зсув на кожному кроці був би якомога більшим.

Якщо j визначає позицію в слові, в якій міститься перший символ, який не збігається (як в алгоритмі прямого пошуку), то величина зсуву визначається як j-D. Значення D визначається як розмір самої довшої послідовності символів слова, які безпосередньо передують позиції j, яка повністю збігається з початком слова. D залежить тільки від слова і не залежить від тексту. Для кожного j буде своя величина D, яку позначимо dj.

Так як величини dj залежать лише від слова, то перед початком фактичного пошуку можна обчислити допоміжну таблицю d; ці обчислення зводяться до деякої попередньої трансляції слова. Відповідні зусилля будуть оправдані, якщо розмір тексту значно перевищує розмір слова (M<<N). Якщо потрібно шукати багатократні входження одного й того ж слова, то можна користуватися одними й тими ж d. Наведені приклади пояснюють функцію d.

	Текст
	
	A
	A
	A
	A
	С
	
	
	
	
	j=5; d[5]=4; max_shift=j-d[5]=1

	Слово
	
	А
	А
	А
	А
	В
	
	
	
	
	

	Зсунуте слово
	
	
	А
	А
	А
	А
	В
	
	
	
	

	Текст
	
	A
	B
	C
	A
	В
	D
	
	
	
	j=5; d[5]=2; max_shift=j-d[5]=3

	Слово
	
	А
	B
	C
	A
	В
	С
	
	
	
	

	Зсунуте слово
	
	
	
	
	A
	B
	C
	A
	B
	С
	

	Текст
	
	A
	B
	C
	D
	E
	A
	
	
	
	j=5; d[5]=0; max_shift=j-d[5]=5

	Слово
	
	А
	B
	C
	D
	E
	F
	
	
	
	

	Зсунуте слово
	
	
	
	
	
	
	A
	B
	C
	D
	


Розглянемо програмну реалізацію цього методу.

int d[M];

j = 0;

k = -1;

d[0] = -1;

while (i < M-1) // попереднє заповнення масиву d зсувів

{


while ((k>=0) && (s[i] != s[k]))



k = d[k];


i++;


k++;


if (s[i] == s[k])



d[i] = d[k]


else



d[i] = k;

}

i = 0;

j = 0;

k = 0;

while ((i < M) && (j < N))

{


while (k <= j)


{



cout << a[k];



k++;


}


while ((i>=0) && (a[j] != s[i])



i = d[i];


j++;


i++;

}

if (i == M)


; // Успіх!

3.5.3. Алгоритм Боуєра та Мура

КМП-пошук дає справжній виграш тільки тоді, коли невдачі передувала деяка кількість збігів. Лише у цьому випадку слово зсовується більше ніж на одиницю. На жаль, це швидше виняток, ніж правило: збіги зустрічаються значно рідше, ніж незбіги. Тому виграш від практичного використання КМП-стратегії в більшості випадків пошуку в звичайних текстах досить незначний. Метод, який запропонували Р. Боуєр і Д. Мур в 1975 р., не тільки покращує обробку самого поганого випадку, але й дає виграш в проміжних ситуаціях.

БМ-пошук базується на незвичних міркуваннях – порівняння символів починається з кінця слова, а не з початку. Як і у випадку КМП-пошуку, слово перед фактичним пошуком трансформується в деяку таблицю. Нехай для кожного символу x із алфавіту величина dx – відстань від самого правого в слові входження x до правого кінця слова. Уявимо, що виявлена розбіжність між словом і текстом. У цьому випадку слово відразу ж можна зсунути праворуч на dpM-1 позицій, тобто на кількість позицій, швидше за все більше одиниці. Якщо символ, який не збігся, тексту в слові взагалі не зустрічається, то зсув стає навіть більшим, а саме зсовувати можна на довжину всього слова. Ось приклад, який ілюструє цей процес:


ABCABCABFABCABD

ABCABD

   ABCABD

         ABCABD
На початку роботи слід завести масив, який зберігав би для кожного символу, що може зустрітися у масиві a, значення зсуву. Для символів, що взагалі не зустрічаються у образі s, зсув дорівнює M – довжині образу. Для символів, що зустрічаються у s, зсув буде меншим, щоби не пропустити можливих попадань.

Програму можна записати таким чином.

for (ch=0; ch<256; ch++)


d[ch] = M; // замовчування

for (i=0; i<M-1; i++)


d[s[i]] = M-i-1; // уточнення

// Поиск слова p в тексте s
i = M;

do

{


j = M;


k = i;


do // Цикл порівняння символів


{



k--;



j---; // слова, начинаючи з правого


while ( (j<0) || (a[j]!=s[k]) ); //Вихід, при порівн. все слово або незбіг


i += d[s[i-1]]; // Зсув слова вправо

while ( (j<0) || (i>N));

У випадку постійних незбігів цей алгоритм робить одне порівняння на M символів.

Варто сказати, що запропоновані методи пошуку послідовностей можна модифікувати таким чином, щоб у кожному рядку пошук йшов не до кінця кожного рядка, а на кількість шуканих символів менше, бо слово s не може бути розташоване у кінці одного рядка та на початку наступного.

4. Методи швидкого доступу до даних

4.1. Хешування даних

Для прискорення доступу до даних можна використовувати попереднє їх впорядкування у відповідності зі значеннями ключів. При цьому можуть використовуватися методи пошуку в упорядкованих структурах даних, наприклад, метод дихотомічного пошуку, що суттєво скорочує час пошуку даних за значенням ключа. Проте при добавленні нового запису потрібно дані знову впорядкувати. Втрати часу на повторне впорядкування можуть значно перевищувати виграш від скорочення часу пошуку. Тому для скорочення часу доступу до даних використовується так зване випадкове впорядкування або хешування. При цьому дані організуються у вигляді таблиці за допомогою хеш-функції h, яка використовується для „обчислення” адреси за значенням ключа.
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У попередній главі описувався алгоритм інтерполяційного пошуку, який використовує інтерполяцію для пришвидшення пошуку. Порівнюючи шукане значення зі значеннями елементів у відомих точках, цей алгоритм може визначити імовірне розміщення шуканого елемента. По суті, він створює функцію, яка встановлює відповідність між шуканим значенням і індексом позиції, в якій він повинен знаходитися. Якщо перше передбачення помилкове, то алгоритм знову використовує цю функцію, передбачаючи нове розміщення, і так далі, до тих пір, поки шуканий елемент не буде знайдено.

Хешування використовує аналогічний підхід, відображаючи елементи в хеш-таблиці. Алгоритм хешування використовує деяку функцію, яка визначає імовірне розміщення елемента в таблиці на основі значення шуканого елементу.

Ідеальною хеш-функцією є така хеш-функція, яка для будь-яких двох неоднакових ключів дає неоднакові адреси. Підібрати таку функцію можна у випадку, якщо всі можливі значення ключів відомі наперед. Така організація даних носить назву „досконале хешування”.

Наприклад, потрібно запам’ятати декілька записів, кожен з яких має унікальний ключ зі значенням від 1 до 100. Для цього можна створити масив з 100 комірками і присвоїти кожній комірці нульовий ключ. Щоб добавити в масив новий запис, дані з нього просто копіюються у відповідну комірку масиву. Щоб добавити запис з ключем 37, дані з нього копіюються в 37 позицію в масиві. Щоб знайти запис з певним ключем – вибирається відповідна комірка масиву. Для вилучення запису ключу відповідної комірки масиву просто присвоюється нульове значення. Використовуючи цю схему, можна добавити, знайти і вилучити елемент із масиву за один крок.

У випадку наперед невизначеної множини значень ключів і обмеженні розміру таблиці підбір досконалої функції складний. Тому часто використовують хеш-функції, які не гарантують виконанні умови.

Наприклад, база даних співробітників може використовувати в якості ключа ідентифікаційний номер. Теоретично можна було б створити масив, кожна комірка якого відповідала б одному з можливих чисел; але на практиці для цього не вистарчить пам’яті або дискового простору. Якщо для зберігання одного запису потрібно 1 КБ пам’яті, то такий масив зайняв би 1 ТБ (мільйон МБ) пам’яті. Навіть якщо можна було б виділити такий об’єм пам’яті, така схема була б дуже неекономною. Якщо штат фірми менше 10 мільйонів співробітників, то більше 99 процентів масиву буде пустою.

Щоб вирішити цю проблему, схеми хешування відображають потенційно велику кількість можливих ключів на достатньо компактну хеш-таблицю. Якщо на фірмі працює 700 співробітників, можна створити хеш-таблицю з 1000 комірок. Схема хешування встановлює відповідність між 700 записами про співробітників і 1000 позиціями в таблиці. Наприклад, можна розміщати записи в таблиці у відповідності з трьома першими цифрами ідентифікаційного номеру. При цьому запис про співробітника з номером 123456789 буде знаходитися в 123 комірці таблиці.

Очевидно, що оскільки існує більше можливих значень ключа, ніж комірок в таблиці, то деякі значення ключів можуть відповідати одним і тим коміркам таблиці. Даний випадок носить назву „колізія”, а такі ключі називаються „ключі-синоніми”.

Щоб уникнути цієї потенційної проблеми, схема хешування повинна включати в себе алгоритм вирішення конфліктів, який визначає послідовність дій у випадку, якщо ключ відповідає позиції в таблиці, яка вже зайнята іншим записом.

Усі методи використовують для вирішення конфліктів приблизно однаковий підхід. Вони спочатку встановлюють відповідність між ключем запису і розміщенням в хеш-таблиці. Якщо ця комірка вже зайнята, вони відображають ключ на іншу комірку таблиці. Якщо вона також вже зайнята, то процес повторюється знову до тих пір, поки нарешті алгоритм не знайде пусту комірку в таблиці. Послідовність позицій, які перевіряються при пошуку або вставці елемента в хеш-таблицю, називається тестовою послідовністю.

В результаті, для реалізації хешування необхідні три речі:

· Структура даних (хеш-таблиця) для зберігання даних;

· Функція хешування, яка встановлює відповідність між значеннями ключа і розміщенням в таблиці;

· Алгоритм вирішення конфліктів, який визначає послідовність дій, якщо декілька ключів відповідають одній комірці таблиці.

4.1.1. Методи розв’язання колізій

Для розв’язання колізій використовуються різноманітні методи, які в основному зводяться до методів „ланцюжків” і „відкритої адресації”.
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Методом ланцюжків називається метод, в якому для розв’язання колізій у всі записи вводяться покажчики, які використовуються для організації списків – „ланцюжків переповнення”. У випадку виникнення колізій при заповненні таблиці в список для потрібної адреси хеш-таблиці добавляється ще один елемент.

Пошук в хеш-таблиці з ланцюжками переповнення здійснюється наступним чином. Спочатку обчислюється адреса за значенням ключа. Потім здійснюється послідовний пошук в списку, який зв’язаний з обчисленим адресом.

Процедура вилучення з таблиці зводиться до пошуку елемента в його вилучення з ланцюжка переповнення.

Схематичне зображення хеш-таблиці при такому методі розв’язання колізій приведене на наступному рисунку.
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Якщо сегменти приблизно однакові за розміром, то у цьому випадку списки усіх сегментів повинні бути найбільш короткими при даній кількості сегментів. Якщо вихідна множина складається з N елементів, тоді середня довжина списків буде рівна N/B елементів. Якщо можна оцінити N і вибрати B якомога ближчим до цієї величини, то в списку буде один-два елементи. Тоді час доступу до елемента множини буде малою постійною величиною, яка залежить від N.

Одна з переваг цього методу хешування полягає в тому, що при його використанні хеш-таблиці ніколи не переповнюються. При цьому вставка і пошук елементів завжди виконується дуже просто, навіть якщо елементів в таблиці дуже багато. Із хеш-таблиці, яка використовує зв’язування, також просто вилучати елементи, при цьому елемент просто вилучається з відповідного зв’язного списку.

Один із недоліків зв’язування полягає в тому, що якщо кількість зв’язних списків недостатньо велика, то розмір списків може стати великим, при цьому для вставки чи пошуку елемента необхідно буде перевірити велику кількість елементів списку.

Метод відкритої адресації полягає в тому, щоб, користуючись якимось алгоритмом, який забезпечує перебір елементів таблиці, переглядати їх в пошуках вільного місця для нового запису.

Лінійне випробування зводиться до послідовного перебору елементів таблиці з деяким фіксованим кроком




a=h(key) + c*i ,

де i – номер спроби розв’язати колізію. При кроці рівному одиниці відбувається послідовний перебір усіх елементів після поточного.

Квадратичне випробування відрізняється від лінійного тим, що крок перебору елементів нелінійно залежить від номеру спроби знайти вільний елемент




a = h(key2) + c*i + d*i2
Завдяки нелінійності такої адресації зменшується кількість спроб при великій кількості ключів-синонімів. Проте навіть відносно невелика кількість спроб може швидко привести до виходу за адресний простір невеликої таблиці внаслідок квадратичної залежності адреси від номеру спроби.

Ще один різновид методу відкритої адресації, яка називається подвійним хешуванням, базується на нелінійній адресації, яка досягається за рахунок сумування значень основної і додаткової хеш-функцій.




a=h1(key) + i*h2(key).

Розглянемо алгоритми вставки і пошуку для методу лінійного випробування.

Вставка:

1. i = 0

2. a = h(key) + i*c 

3. Якщо t(a) = вільно, то t(a) = key, записати елемент і зупинитися

4. i = i + 1, перейти до кроку 2

Пошук:

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Якщо t(a) = key, то зупинитися – елемент знайдено

4. Якщо t(a) = вільно, то зупинитися – елемент не знайдено

5. i = i + 1, перейти до кроку 2

Аналогічно можна було б сформулювати алгоритми добавлення і пошуку елементів для будь-якої схеми відкритої адресації. Відмінності будуть лише у виразі, який використовується для обчислення адреси (крок 2).

З процедурою вилучення справа складається не так просто, так як вона в даному випадку не буде оберненою до процедури вставки. Справа в тому, що елементи таблиці знаходяться в двох станах: вільно і зайнято. Якщо вилучити елемент, перевівши його в стан вільно, то після такого вилучення алгоритм пошуку буде працювати некоректно. Нехай ключ елемента, який вилучається, має в таблиці ключі синоніми. У цьому випадку, якщо за ним в результаті розв’язання колізій були розміщені елементи з іншими ключами, то пошук цих елементів після вилучення завжди буде давати негативний результат, так як алгоритм пошуку зупиняється на першому елементі, який знаходиться в стані вільно.

Скоректувати цю ситуацію можна різними способами. Самий простий із них полягає в тому, щоб проводити пошук елемента не до першого вільного місця, а до кінця таблиці. Проте така модифікація алгоритму зведе нанівець весь виграш в прискоренні доступу до даних, який досягається в результаті хешування.

Інший спосіб зводиться до того, щоб відслідкувати адреси всіх ключів-синонімів для ключа елемента, що вилучається, і при необхідності розмістити відповідні записи в таблиці. Швидкість пошуку після такої операції не зменшиться, але затрати часу на саме розміщення елементів можуть виявитися значними.

Існує підхід, який не має перерахованих недоліків. Його суть полягає в тому, що для елементів хеш-таблиці добавляється стан „вилучено”. Даний стан в процесі пошуку інтерпретується, як зайнято, а в процесі запису як вільно.

Тепер можна сформулювати алгоритми вставки, пошуку і вилучення для хеш-таблиці, яка має три стани елементів.

Вставка:

1. i = 0

2. a = h(key) + i*c

3. Якщо t(a) = вільно або t(a) = вилучено, то t(a) = key, записати елемент і стоп

4. i = i + 1, перейти до кроку 2

Вилучення:

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Якщо t(a) = key, то t(a) = вилучено, стоп елемент вилучений

4. Якщо t(a) = вільно, то стоп елемент не знайдено

5. i = i + 1, перейти до кроку 2

Пошук:

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Якщо t(a) = key, то стоп – елемент знайдено

4. Якщо t(a) = свободно, то стоп – елемент не знайдено

5. i = i + 1, перейти до кроку 2

Алгоритм пошуку для хеш-таблиці, яка має три стани, практично не відрізняється від алгоритму пошуку без врахування вилучення. Різниця полягає в тому, що при організації самої таблиці необхідно відмічати вільні і вилучені елементи. Це можна зробити, зарезервувавши два значення ключового поля. Інший варіант реалізації може передбачати введення додаткового поля, в якому фіксується стан елемента. Довжина такого поля може складати всього два біти, що достатньо для фіксації одного з трьох станів.

4.1.2. Переповнення таблиці і повторне хешування

Очевидно, що в міру заповнення хеш-таблиці будуть відбуватися колізії і в результаті їх розв’язання методами відкритої адресації чергова адреса може вийти за межі адресного простору таблиці. Щоб це явище відбувалося рідше, можна піти на збільшення розмірів таблиці у порівнянні з діапазоном адрес, які обчислюються хеш-функцією.

З однієї сторони це приведе до скорочення кількості колізій і прискоренню роботи з хеш-таблицею, а з іншої – до нераціональних витрат адресного простору. Навіть при збільшенні таблиці в два рази у порівнянні з областю значень хеш-функції нема гарантій того, що в результаті колізій адреса не перевищить розмір таблиці. При цьому в початковій частині таблиця може залишатися достатньо вільних елементів. Тому на практиці використовують циклічний перехід на початок таблиці.

Розглянемо даний спосіб на прикладі методу лінійного випробування. При обчисленні адреси чергового елементу можна обмежити адресу, взявши в якості такої остачу від цілочисельного ділення адреси на довжину таблиці N.

Вставка:

1. i = 0 

2. a = (h(key) + c*i) % N 

3. Якщо t(a) = вільно або t(a) = вилучено то t(a) = key, записати елемент і стоп

4. i = i + 1, перейти до кроку 2

В даному алгоритмі не враховується можливість багатократного перевищення адресного простору. Більш коректним буде алгоритм, який використовує зсув адреси на 1 елемент у випадку кожного повторного перевищення адресного простору. Це підвищує імовірність знаходження вільного елемента у випадку повторних циклічних переходів до початку таблиці.

Вставка:

1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) / n + (h(key) + c*i) %  n) % n

3. Якщо t(a) = вільно або t(a) = вилучено, то t(a) = key, записати елемент і стоп

4. i = i + 1, перейти до кроку 2

Розглядаючи можливість виходу за межі адресного простору таблиці, ми не враховували фактори наповненості таблиці й вдалого вибору хеш-функції. При великій наповненості таблиці виникають часті колізії і циклічні переходи на початок таблиці. При невдалому виборі хеш-функції відбуваються аналогічні явища. В найгіршому випадку при повному заповнені таблиці алгоритми циклічного пошуку вільного місця приведуть до зациклювання. Тому при використанні хеш-таблиць необхідно старатися уникати дуже густого заповнення таблиць. Звичайно довжину таблиці вибирають із розрахунку дворазового перевищення передбачуваної максимальної кількості записів. Не завжди при організації хешування можна правильно оцінити потрібну довжину таблиці, тому у випадку великої наповненості таблиці може знадобитися рехешування. У цьому випадку збільшують довжину таблиці, змінюють хеш-функцію і впорядковують дані.

Проводити окрему оцінку густини заповнення таблиці після кожної операції вставки недоцільно, тому можна проводити таку оцінку непрямим способом – за кількістю колізій під час однієї вставки. Достатньо визначити деякий поріг кількості колізій, при перевищенні якого потрібно провести рехешування. Крім того, така перевірка гарантує неможливість зациклювання алгоритму у випадку повторного перегляду елементів таблиці. Розглянемо алгоритм вставки, який реалізує описаний підхід.

Вставка:

1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) / n + (h(key) + c*i) % n) % n 

3. Якщо t(a) = вільно або t(a) = вилучено, то t(a) = key, записати елемент і стоп

4. Якщо i > m , то стоп – потрібно рехешування

5. i = i + 1, перейти до кроку 2 

В даному алгоритмі номер ітерації порівнюється з пороговим числом m. Варто зауважити, що алгоритми вставки, пошуку і вилучення повинні використовувати ідентичне утворення адреси чергового запису.

Вилучення:

1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) / n + (h(key) + c*i) % n) % n 

3. Якщо t(a) = key, то t(a) = вилучено і стоп елемент вилучено

4. Якщо t(a) = вільно або i>m, то стоп – елемент не знайдено

5. i = i + 1, перейти до кроку 2 

Пошук:

1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) / n + (h(key) + c*i) % n) % n 

3. Якщо t(a) = key, то стоп – елемент знайдено

4. Якщо t(a) = вільно або i>m, то стоп – елемент не знайдено

5. i = i + 1, перейти до кроку 2

4.1.3. Оцінка якості хеш-функції

Як вже було відмічено, дуже важливий правильний вибір хеш-функції. При вдалій побудові хеш-функції таблиця заповнюється більш рівномірно, зменшується кількість колізій і зменшується час виконання операцій пошуку, вставки і вилучення. Для того щоб попередньо оцінити якість хеш-функції можна провести імітаційне моделювання.

Моделювання проводиться наступним чином. Формується вектор цілих чисел, довжина якого співпадає з довжиною хеш-таблиці. Випадково генерується достатньо велика кількість ключів, для кожного ключа обчислюється хеш-функція. В елементах вектора підраховується кількість генерацій даної адреси. За результатами такого моделювання можна побудувати графік розподілу значень хеш-функції. Для отримання коректних оцінок кількість генерованих ключів повинна в декілька разів перевищувати довжину таблиці.

Якщо кількість елементів таблиці достатньо велика, то графік будується не для окремих адрес, а для груп адрес. Великі нерівномірності засвідчують високу імовірність колізій в окремих місцях таблиці. Зрозуміло, така оцінка є наближеною, але вона дозволяє попередньо оцінити якість хеш-функції і уникнути грубих помилок при її побудові.

Оцінка буде більше точною, якщо генеровані ключі будуть більш близькими до реальних ключів, які використовуються при заповненні хеш-таблиці. Для символьних ключів дуже важливо добитися відповідності генерованих кодів символів тим кодам символів, які є в реальному ключі. Для цього потрібно проаналізувати, які символи можуть бути використані в ключі.

Наприклад, якщо ключ представляє собою прізвище українською мовою, то будуть використані українські букви. Причому перший символ може бути великою буквою, а інші – малими. Якщо ключ представляє собою номерний знак автомобіля, то також нескладно визначити допустимі коди символів в певних позиціях ключа.

Розглянемо більш загальний випадок. Нехай необхідно генерувати ключ із m символів з кодами в неперервному діапазоні від n1 до n2.

for (i=0; i<m; i++)


str[i]:=(char)(rand()%(n2-n1)+n1);

На практиці можливі варіанти, коли символи в одних позиціях ключа можуть належати до різних діапазонів кодів, причому між цими діапазонами може існувати розрив. Наприклад генерація ключа з m символів з кодами в діапазоні від n1 до n4 (діапазон має розрив від n2 до n3).

for (int i=0; i<m; i++)

{


x = rand() % ((n4-n3)+(n2-n1));


if ( x<=(n2-n1) )



str[i] = (char)(x+n1);


else



str[i] = (char)(x+n1+n3-n2);

}

Розглянемо ще один конкретний приклад. Нехай відомо, що ключ складається з 7 символів. Із них три перші символи – великі латинські букви, далі йдуть дві цифри, інші – малі латинські.

Приклад: довжина ключа 7 символів;

3 великі латинські (коди 65-90);

2 цифри (коди 48-57);

2 малі латинські (коди 97-122).

char key[7];

for (i=0; i<3; i++) key[i] = (char)(rand()%(90-65)+65);

for (i=3; i<5; i++) key[i] = (char)(rand()%(57-48)+57);

for (i=5; i<7; i++) key[i] = (char)(rand{}%(122-97)+97);

4.2. Організація даних для прискорення пошуку за вторинними ключами

До тепер розглядалися способи пошуку в таблиці за ключами, які дозволяють однозначно ідентифікувати запис. Такі ключі називають первинними ключами. Можливий варіант організації таблиці, при якому окремий ключ не дозволяє однозначно ідентифікувати запис. Така ситуація часто зустрічається в базах даних. Ідентифікація запису здійснюється за деякою сукупністю ключів. Ключі, які не дозволяють однозначно ідентифікувати запис в таблиці, називаються вторинними ключами.

Навіть при наявності первинного ключа, для пошуку запису можуть використовуватися вторинні. Наприклад, пошукові системи Internet часто організовані як набори записів, які відповідають Web-сторінкам. В якості вторинних ключів для пошуку виступають ключові слова, а сама задача пошуку зводиться до вибірки з таблиці деякої множини записів, які містять потрібні вторинні ключі.

4.2.1. Інвертовані індекси

Розглянемо метод організації таблиці з інвертованими індексами. Для таблиці будується окремий набір даних, який містить так звані інвертовані індекси. Допоміжний набір містить для кожного значення вторинного ключа відсортований список адрес записів таблиці, які містять даний ключ.

Пошук здійснюється у допоміжній структурі достатньо швидко, так як фактично відсутня необхідність звернення до основної структури даних. Ділянка пам’яті, яка використовується для індексів, є відносно невеликою у порівнянні з іншими методами організації таблиць.
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Структура інфертованих індексів

(спискова структура)

A B C

1

2

3

4

5

C D

A C

A B

A C

A 1

2

3

4

5

B

C

D

1

1 2

4

3 5


Недоліками даної системи є великі затрати часу на складання допоміжної структури даних і її поновлення. Причому ці затрати зростають зі збільшенням об’єму бази даних.

Система інвертованих індексів є досить зручною й ефективною при організації пошуку в великих таблицях.

4.2.2. Бітові карти

Для таблиць невеликого об’єму використовують організацію допоміжної структури даних у вигляді бітових карт. Для кожного значення вторинного ключа записів основного набору даних записується послідовність бітів. Довжина послідовності бітів рівна кількості записів. Кожен біт в бітовій карті відповідає одному значенню вторинного ключа і одному запису. Одиниця означає наявність ключа в запису, а нуль – відсутність.

Основною перевагою такої організації є дуже проста й ефективна організація обробки складних запитів, які можуть об’єднувати значення ключів різними логічними предикатами. У цьому випадку пошук зводиться до виконання логічних операцій запиту безпосередньо над бітовими стрічками й інтерпретації результуючої бітової стрічки. Іншою перевагою є простота поновлення карти при добавленні записів.
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Бітові карти

A B C

1

2

3

4

5

C D

A C

A B

A C

A 1 0 1

B

C

D

1 1

1 0 1 0 0

1 1 0 1 1

0 1 0 0 0

Бітові стрічки


До недоліків бітових карт варто віднести збільшення довжини стрічки пропорційно довжині файлу. При цьому наповненість карти одиницями зменшується зі збільшенням довжини файлу. Для великої довжини таблиці і ключів, які рідко зустрічаються, бітова карта перетворюється в велику розріджену матрицю, яка складається, в основному, з одних нулів.

5. Мережеві алгоритми

Мережі відіграють важливу роль у багатьох програмах. Їх можна використовувати для моделювання таких об’єктів, як мережа вулиць, телефонна або електрична мережа, водопровід, каналізація, водостік, мережа авіаперевезень або залізниць. Менш очевидна можливість використовування мереж для вирішення таких задач, як розбиття на райони, складання розкладу методом критичного шляху, планування колективної роботи або розподіли роботи.

5.1. Представлення мереж

Мережею або графом називається набір вузлів, сполучених ребрами або зв’язками. Для графа, на відміну від дерева, не було визначено поняття батьківського або синівського вузла. З ребрами мережі може бути зв’язаний відповідний напрям, тоді в цьому випадку мережа називається орієнтованою мережею. Для кожного зв’язку можна також визначити її ціну. Для мережі доріг, наприклад, ціна може бути рівна часу, який займе проїзд відрізком дороги, представленому ребром мережі. В телефонній мережі ціна може бути рівна коефіцієнту електричних втрат в кабелі, представленому зв’язком.

Шляхом між вузлами А і B називається послідовність ребер, яка зв’язує два ці вузли між собою. Якщо між будь-якими двома вузлами мережі є не більше одного ребра, то шлях можна однозначно описати, перерахувавши вузли, які входять в нього.

Циклом називається шлях який зв’язує вузол з ним самим. Шлях називається простим, якщо він не містить циклів.

Якщо існує який-небудь шлях між двома вузлами, то повинен існувати і простий шлях між ними. Цей шлях можна знайти, якщо видалити всі цикли з початкового шляху.

Мережа називається зв’язною, якщо між будь-якими двома вузлами існує хоча б один шлях. В орієнтованій мережі не завжди очевидно, чи є мережа зв’язною.

Більшість з методів представлень дерев можна застосувати і для роботи з мережами. Наприклад, представлення повними вузлами, списком нащадків (списком сусідів для мереж) або нумерацією зв’язків також можуть використовуватися для зберігання мереж.

Для різних програм можуть краще підходити різні представлення мережі. Представлення повними вузлами забезпечує хороші результати, якщо кожний вузол в мережі був зв’язаний з невеликою кількістю ребер. Представлення списком сусідніх вузлів забезпечує більшу гнучкість, ніж представлення повними вузлами, а представлення нумерацією зв’язків, хоча його складніше модифікувати, забезпечує більш високу продуктивність.

Окрім цього, деякі варіанти представлення ребер можуть спростити роботу з певними типами мереж. Ці представлення використовують один тип для вузлів і інший – для представлення зв’язків. Використання визначення типів для зв’язків полегшує роботу з властивостями зв’язків, такими, як ціна зв’язку.

Наприклад, орієнтована мережа з ціною зв’язків може використовувати для типу вузла структуру з номером вузла і списком сусідніх вузлів, а для представлення типу зв’язок – номер кінцевого вузла і ціна зв’язку.

Для представлення неорієнтованих мереж, можна використати інше представлення. Тип для представлення вузлів залишається таким же, що й раніше, але тип для представлення зв’язку включає посилання на обидва вузли на кінцях зв’язку. Для неорієнтованої мережі, попереднє представлення використовувало б два об’єкти для представлення кожного зв’язку – по одному для кожного з напрямків зв’язку.

5.2. Операції з вузлами і зв’язками

Мережі не завжди містять вузол, який займає таке особливе положення, як корінь в дереві. В незв’язній мережі може не існувати способу обійти всі вузли через зв’язки, почавши з одного конкретного вузла.

Тому алгоритми, які працюють з мережами, звичайно містять повний список усіх вузлів в мережі. Алгоритм також може зберігати повний список всіх зв’язків. За допомогою цих списків можна легко виконати будь-які дії над усіма вузлами або зв’язками в мережі.

5.2.1. Обхід мережі

Обхід мережі виконується аналогічно обходу дерева. Можна обходити мережу, використовуючи або обхід в глибину, або обхід в ширину. Обхід в ширину звичайно схожий на прямий обхід дерева, хоча для мереж можна визначити також зворотний і навіть симетричний обхід.

Алгоритм для виконання прямого обходу бінарного дерева формулюється так:

23. Звернутися до вузла.

24. Виконати рекурсивний прямий обхід лівого дерева.

25. Виконати рекурсивний прямий обхід правого дерева.

В дереві між зв’язаними між собою вузлами існує відношення батько – нащадок. Оскільки алгоритм починається з кореневого вузла і завжди виконується зверху вниз, він не звертається двічі ні до одного вузла.

У мережі вузли не обов’язково мають бути зв’язані в напрямку зверху вниз. Якщо спробувати застосувати до мережі алгоритм прямого обходу, може виникнути нескінченний цикл.

Щоб уникнути цього, алгоритм повинен позначати вузол після звернення до нього, при цьому при пошуку в сусідніх вузлах, перегляд відбувається тільки до вузлів, які ще не були помічені. Після того, як алгоритм завершить роботу, всі вузли в мережі будуть помічені (якщо мережа є зв’язною). Алгоритм прямого обходу мережі формулюється так:

26. Помітити вузол.

27. Звернутися до вузла.

28. Виконати рекурсивний обхід не помічених сусідніх вузлів.

Оскільки такий алгоритм обходу не допускає звернення до жодного вузла двічі, то список обходу зв’язків не містить циклів і утворює дерево.

Якщо мережа є зв’язною, то дерево обходу міститиме всі вузли мережі. Оскільки це дерево охоплює всі вузли мережі, то воно називається стовбурним деревом. Можна використовувати схожий підхід з поміткою вузлів для перетворення обходу дерева в ширину в мережний алгоритм. Алгоритм обходу дерева починається з поміщення кореневого вузла в чергу. Потім перший вузол вилучається з черги, відбувається звернення до нього, а в кінець черги поміщаються його дочірні вузли. Цей процес повторюється до тих пір, поки черга не стає пустою.

В алгоритмі обходу мережі потрібно спочатку переконатися, що вузол не перевірявся раніше або він вже не знаходиться в черзі. Для цього помічають кожний вузол, який поміщається в чергу. Мережна версія цього алгоритму має так вигляд:

29. Помітити перший вузол (який буде коренем стовбурного дерева) і додати його в кінець черги.

30. Повторювати наступні кроки до тих пір, поки черга не стає пустою:

31. Видалити з черги вузол і звернутися до нього.

32. Для кожного з непомічених сусідніх вузлів, помітити його і додати в кінець черги.

5.2.2. Найменші стовбурні дерева

Якщо була задана мережа з ціною зв’язків, то найменшим стовбурним деревом називається стовбурне дерево, в якому сумарна ціна всіх зв’язків в дереві буде найменшою. Найменше стовбурне дерево можна використовувати, щоб зв’язати всі вузли в мережі шляхом з якнайменшою ціною.

Наприклад, нехай потрібно розробити телефонну мережу, яка повинна з’єднати шість міст. Можна прокласти магістральний кабель між усіма парами міст, але це буде невиправдано дорого. Меншу вартість матиме рішення, при якому міста будуть сполучені зв’язками, які містяться в найменшому стовбурному дереві. Зауважимо, що мережа може мати декілька найменших стовбурних дерев.

Існує простий алгоритм пошуку найменшого стовбурного дерева для мережі:

33. Поміщають в стовбурне дерево будь-який вузол.

34. Знаходять зв’язок з найменшою ціною, який сполучає вузол в дереві з вузлом, який ще не був поміщений в дерево.

35. Додають цей зв’язок і відповідний вузол в дерево.

36. Повторювати кроки 2, 3 до тих пір, поки всі вузли не опиняться в дереві.

5.3. Найкоротший маршрут

Алгоритми пошуку найкоротшого маршруту знаходять усі найкоротші шляхи із заданої точки до всіх решти точок мережі, при цьому передбачається, що мережа є зв’язаною. Набір зв’язків, які використовується всіма найкоротшими маршрутами, називається деревом найкоротшого маршруту.

Багато алгоритмів пошуку найкоротшого маршруту починають з порожнього дерева, до якого потім додається по одному зв’язку, до тих пір, поки дерево не буде заповнено. Ці алгоритми можна розбити на дві категорії відповідно до способу вибору наступного зв’язку, який повинен бути доданий до дерева найкоротшого маршруту.

Алгоритми установки міток завжди вибирають зв’язок, який гарантовано виявиться частиною кінцевого найкоротшого маршруту. Цей метод працює аналогічно методу пошуку найменшого стовбурного дерева. Якщо зв’язок був доданий в дерево, то він не буде видалений пізніше.

Алгоритми корекції міток додають зв’язки, які можуть бути або не бути частиною кінцевого найкоротшого маршруту. В процесі роботи алгоритму він може визначити, що на місце зв’язку, який вже знаходиться в дереві, потрібно помістити інший зв’язок. У цьому випадку алгоритм замінює старий зв’язок на новий і продовжує роботу. Заміна зв’язку в дереві може зробити можливими шляхи, які не були можливі до цього. Щоб перевірити ці шляхи, алгоритму доводиться знову перевірити шляхи, які були додані в дерево раніше і використовували видалений зв’язок.

Обидва алгоритми установки і корекції міток використовують список можливих зв’язків, у якому знаходяться зв’язки, що можуть бути додані в дерево найкоротшого маршруту, але вони по-різному оперують цим списком. Алгоритм установки міток завжди вибирає зв’язок, який обов’язково виявиться частиною дерева найкоротшого маршруту. Алгоритм корекції міток вибирає елемент, який знаходиться на вершині списку.

Вузьке місце алгоритму встановлення міток полягає в пошуку вузла з найменшим значенням поля відстані в списку можливих вузлів. Деякі варіанти цього алгоритму використовують інші структури даних для зберігання списку можливих вузлів. Наприклад, можна було б використовувати впорядкований зв’язний список. При використовуванні цього методу буде потрібно тільки один крок для того, щоб знайти наступний вузол, який буде доданий до дерева найкоротшого маршруту. Цей список буде завжди впорядкованим, тому вузол на вершині списку завжди буде шуканим вузлом.

Це полегшить пошук потрібного вузла в списку, але ускладнить додавання вузла в нього. Замість того щоб просто поміщати вузол на початок списку, його доведеться помістити в потрібну позицію.

Іноді також вимагається переміщати вузли в списку. Якщо в результаті додавання вузла в дерево найкоротшого маршруту зменшилася найкоротша відстань до іншого вузла, який вже був в списку, то потрібно перемістити цей елемент ближче до вершини списку.

Попередній алгоритм і цей його новий варіант є двома крайніми випадками управління списком можливих вузлів. Перший алгоритм зовсім не впорядковує список і витрачає достатньо багато часу на пошук вузлів в мережі. Другий витрачає багато часу на підтримку впорядкованості списку, але може дуже швидко вибирати з нього вузли. Інші варіанти використовують проміжні стратегії.

Наприклад, можна використовувати для зберігання списку можливих вузлів пріоритетну чергу на основі пірамід, тоді можна буде просто вибрати наступний вузол з вершини піраміди. Вставка нового вузла в піраміду і її впорядковування виконуватиметься швидше, ніж аналогічні операції для впорядкованого зв’язного списку. Інші стратегії використовують складні схеми організації блоків для того, щоб спростити пошук можливих вузлів.

На відміну від алгоритму установки міток, алгоритм корекції міток не може працювати з мережами, які містять цикли з від’ємною ціною. Якщо зустрічається такий цикл, то алгоритм нескінченно переміщається зв’язками в середині нього. При кожному обході циклу відстань до вузлів, що входять в нього, зменшується, при цьому алгоритм знову поміщає вузли в список можливих вузлів, і знову може перевіряти їх надалі. При наступній перевірці цих вузлів, відстань до них також зменшиться, і так далі. Цей процес продовжуватиметься до тих пір, поки відстань до цих вузлів не досягне нижнього граничного значення -32768, якщо довжина шляху була задана цілим числом. Якщо відомо, що в мережі є цикли з від’ємною ціною, то простіше за все просто використовувати для роботи з нею метод установки, а не корекції міток.

Алгоритм корекції міток дозволяє дуже швидко вибрати вузол із списку можливих вузлів. Він також може вставити вузол в список всього за один або два кроки. Недолік цього алгоритму полягає в тому, що коли він вибирає вузол із списку можливих вузлів, він може зробити не дуже хороший вибір.

Варіанти цього алгоритму намагаються підвищити якість вибору вузлів без великого ускладнення алгоритму. Один з методів, який непогано працює на практиці, полягає в тому, щоб додавати вузли одночасно на початок і кінець списку можливих вузлів. Якщо вузол раніше не потрапляв в список можливих вузлів, алгоритм, як завжди, додає його в кінець списку. Якщо вузол вже був раніше в списку можливих вузлів, але зараз його там нема, алгоритм вставляє його в початок списку. При цьому повторне звернення до вузла виконується практично відразу, можливо при наступному ж зверненні до списку.

Ідея, закладена в такому підході, полягає в тому, що якщо алгоритм скоює помилку, вона виправлялася найшвидше. Якщо помилка не буде виправлена протягом достатньо довгого часу, алгоритм може використовувати неправильну інформацію для побудови довгих помилкових шляхів, які потім доведеться виправляти. Завдяки швидкому виправленню помилок, алгоритм може зменшити кількість невірних шляхів, які доведеться перебудувати. В якнайкращому випадку, якщо всі сусідні вузли все ще знаходяться в списку можливих вузлів, повторна перевірка цього вузла до перевірки сусідів запобіжить побудові невірних шляхів.

5.3.1. Інші задачі пошуку найкоротшого маршруту

Описані вище алгоритми пошуку найкоротшого маршруту обчислювали всі найкоротші шляхи з кореневого вузла до всієї решти вузлів в мережі. Існує безліч інших типів задачі знаходження найкоротшого маршруту.

5.3.1.1. Двох-точковий найкоротший маршрут

У деяких програмах може знадобитися знайти найкоротший маршрут між двома точками, при цьому решта шляхів в повному дереві найкоротшого маршруту не важлива. Простий спосіб вирішити цю задачу – обчислити повне дерево найкоротшого маршруту за допомогою методу установки або корекції міток, а потім вибрати з дерева найкоротший шлях між двома точками.

Інший спосіб полягає у використовуванні методу установки міток, який зупинявся б, коли буде знайдений шлях до кінцевого вузла. Алгоритм установки міток додає до дерева найкоротшого маршруту тільки ті шляхи, які обов’язково повинні в ньому знаходитися, отже, в той момент, коли алгоритм додасть кінцевий вузол в дерево, буде знайдений шуканий найкоротший маршрут. В алгоритмі, який обговорювався раніше, це відбувається, коли алгоритм видаляє кінцевий вузол із списку можливих вузлів.

Єдину зміну вимагається внести в частину алгоритму установки міток, яка виконується відразу ж після того, як алгоритм знаходить в списку можливих вузлів вузол з якнайменшим значенням відстані. Перед видаленням вузла із списку можливих вузлів, алгоритм повинен перевірити, чи не є цей вузол шуканим. Якщо це так, те дерево найкоротшого маршруту вже містить найкоротший маршрут між початковим і кінцевим вузлами, і алгоритм може закінчити роботу.

На практиці, якщо дві точки в мережі розташовано далеко одна від одної, то цей алгоритм звичайно виконуватися довше, ніж займе обчислення повного дерева найкоротшого маршруту. Алгоритм виконується повільніше через те, що в кожному циклі виконання алгоритму перевіряється, чи був досягнутий шуканий вузол. З другого боку, якщо вузли розташовані поруч, то виконання цього алгоритму може потребувати набагато менше часу, ніж побудова повного дерева найкоротшого маршруту.

5.3.1.2. Обчислення найкоротшого маршруту для всіх пар

У деяких програмах може бути потрібно швидко знайти найкоротший маршрут між всіма парами вузлів в мережі. Якщо потрібно обчислити велику частину з N2 можливих шляхів, може бути швидше обчислити всі можливі шляхи замість того, щоб знаходити тільки ті, які потрібні.

Можна записати найкоротші маршрути, використовуючи два двовимірні масиви, Dist і InLinks. В комірці Dist[I][J] знаходиться найкоротший маршрут з вузла I у вузол J, а в комірці InLinks[I][J] – зв’язок, який веде до вузла J в найкоротшому шляху з вузла I у вузол J.

Один із способів знайти всі найкоротші маршрути полягає в тому, щоб побудувати дерева найкоротшого маршруту з коренем в кожному з вузлів мережі за допомогою одного з попередніх алгоритмів, і потім зберегти результати.

Інший метод обчислення всіх найкоротших маршрутів послідовно будує шляхи, використовуючи все більше і більше вузлів. Спочатку алгоритм знаходить всі найкоротші маршрути, які використовують тільки перший вузол і вузли на кінцях шляху. Іншими словами, для вузлів J і K алгоритм знаходить найкоротший маршрут між цими вузлами, який використовує тільки вузол з номером 1 і вузли J і K, якщо такий шлях існує.

Потім алгоритм знаходить всі найкоротші маршрути, які використовують тільки два перші вузли. Потім він будує шляхи, використовуючи перші три вузли, перші чотири вузли, і так далі до тих пір, поки не будуть побудовані всі найкоротші маршрути, використовуючи всі вузли. У цей момент, оскільки найкоротші маршрути можуть використовувати будь-який вузол, алгоритм знайде всі найкоротші маршрути в мережі.

Легко зауважити, що найкоротший маршрут між вузлами J і K, який використовує тільки перші I вузлів, включає вузол I, тільки якщо Dist[J][K]> Dist[J][I]+Dist[I][K]. Інакше найкоротшим маршрутом буде попередній найкоротший маршрут, який використовував тільки перші I-1 вузлів. Це означає, що коли алгоритм розглядає вузол I, вимагається тільки перевірити виконання умови Dist[J][K]> Dist[J][I]+Dist[I][K]. Якщо ця умова виконується, алгоритм поновлює найкоротший маршрут з вузла J у вузол K. Інакше старий найкоротший маршрут між цими двома вузлами залишився б таким.

5.3.1.3. Штрафи за повороти

У деяких мережах, особливо мережах вулиць, корисно додати штраф і заборони на повороти. В мережі вулиць автомобіль повинен уповільнити рух перед тим, як виконати поворот. Поворот ліворуч може займати більше часу, ніж поворот праворуч, або рух вперед. Деякі повороти можуть бути заборонені або неможливі через наявність роздільної смуги. Ці аспекти можна врахувати, вводячи в мережу штрафи за повороти.

Часто важливі тільки деякі штрафи за повороти. Може знадобитися запобігти виконанню заборонених або неможливих поворотів і присвоїти штрафи за повороти лише на декількох ключових перехрестях, не визначаючи штрафи для всіх перехресть в мережі. У цьому випадку можна розбити кожний вузол, для якого були задані штрафи, на декілька вузлів, які неявно враховуватимуть штрафи.

Поміщаючи інформацію про штрафи безпосередньо в конфігурацію мережі, уникають необхідності модифікувати алгоритми пошуку найкоротшого маршруту. Ці алгоритми знаходитимуть правильні найкоротші маршрути з врахуванням штрафів за повороти. При цьому доведеться все ж таки злегка змінити програми, щоб врахувати розбиття вузлів на декілька частин.

Попередній метод буде не дуже ефективним, якщо потрібно ввести штрафи за повороти для більшості вузлів в мережі. Буде краще створити абсолютно нову мережу, яка включатиме інформацію про штрафи.

· Для кожного зв’язку між вузлами А і B в початковій мережі в новій мережі створюється вузол AB;

· Якщо в початковій мережі відповідні зв’язки були сполучені, то отримані вузли також з’єднуються між собою. Наприклад, нехай в початковій мережі один зв’язок сполучав вузли А і B, а інший – вузли B і С. Тоді в новій мережі потрібно створити зв’язок, який сполучає вузол AB з вузлом BC;

· Ціна нового зв’язку складається з ціни зв’язку в початковій мережі і штрафу за поворот.

5.3.2. Застосування методу пошуку найкоротшого маршруту

Обчислення найкоротшого маршруту використовуються в багатьох програмах. Очевидним прикладом є пошук найкоротшого маршруту між двома точками у вуличній мережі. Багато інших програм використовують метод пошуку найкоротшого маршруту менш очевидними способами.

5.3.2.1. Розбиття на райони

Припустимо, що є карта міста, на яку нанесені всі пожежні депо. Може бути потрібно визначити для кожної точки міста найближче до неї депо. На перший погляд це здається важкою задачею. Можна спробувати розрахувати дерево найкоротшого маршруту з коренем в кожному вузлі мережі, щоб знайти, яке депо розташовано ближче за все до кожного з вузлів. Або можна побудувати дерево найкоротшого маршруту з коренем в кожному з пожежних депо і записати відстань від кожної з вузлів до кожного з депо. Але існує набагато більш швидкий метод.

Створимо помилковий кореневий вузол і з’єднаємо його з кожним з пожежних депо зв’язками з нульовою ціною. Потім знайдемо дерево найкоротшого маршруту з коренем в цьому помилковому вузлі. Для кожної точки в мережі найкоротший маршрут з помилкового кореневого вузла до цієї точки пройде через найближче до цієї точки пожежне депо. Щоб знайти найближче до точки пожежне депо, потрібно просто пройти по найкоротшому маршруту від цієї точки до кореня, поки на шляху не зустрінеться одне з депо. Побудувавши всього одне дерево найкоротшого маршруту, можна знайти найближчі пожежні депо для кожної точки в мережі.

5.3.2.2. Складання плану робіт

У багатьох задачах, у тому числі у великих програмних проектах, певні дії повинні бути виконані раніше інших. Наприклад, при будівництві до закладки фундаменту потрібно вирити котлован, фундамент повинен застигнути до того, як почнеться зведення стін, каркас повинен бути зібраний перш, ніж можна буде виконуватися проводка електрики, водопроводу і покрівельні роботи і так далі.

Деякі з цих задач можуть виконуватися одночасно, інші повинні виконуватися послідовно. Наприклад, можна одночасно проводити електрику і прокладати водопровід.

Критичним шляхом називається одна з найдовших послідовностей задач, яка повинна бути виконана для завершення проекту. Важливість задач, що лежать на критичному шляху, визначається тим, що зсув термінів виконання цих задач приведе до зміни часу завершення проекту в цілому. Якщо закласти фундамент на тиждень пізніше, то і будівля буде завершена на тиждень пізніше. Для визначення завдань, які знаходяться на критичному шляху, можна використовувати модифікований алгоритм пошуку найкоротшого маршруту.

Спочатку створюють мережу, яка представляє тимчасові співвідношення між задачами проекту. Нехай кожній задачі відповідає вузол. Зв’язок між задачею I і задачею J існує, якщо задача I повинна бути виконана до початку задачі J, і ціна цього зв’язку рівну часу виконання задачі I.

Після цього вибирають два помилкові вузли, один з яких відповідає початку проекту, а інший – його завершенню. З’єднують початковий вузол зв’язками з нульовою ціною зі всіма вузлами в проекті, в які не входить жоден інший зв’язок. Ці вузли відповідають задачам, виконання яких можна починати негайно, не чекаючи завершення інших задач.

Потім створюють помилкові зв’язки нульової довжини, які сполучають усі вузли, з яких не виходить жодного зв’язку, з кінцевим вузлом. Ці вузли представляють задачі, які не гальмують виконання інших задач. Після того, як всі ці задачі будуть виконані, проект буде завершений.

Знайшовши найдовший маршрут між початковим і кінцевим вузлами мережі, ми отримаємо критичний шлях проекту. Задачі, які входять у нього, будуть критичними для виконання проекту.

5.3.2.3. Планування колективної роботи

Нехай потрібно набрати декількох співробітників для відповідей на телефонні дзвінки, при цьому кожний з них буде зайнятий не весь день. При цьому потрібно, щоб сумарна зарплата була якнайменшою, і найнятий колектив співробітників відповідав на дзвінки з 9 ранку до 5 вечора.

Для побудови відповідної мережі, створюють один вузол для кожної робочої години. З’єднують ці вузли зв’язками, кожний з яких відповідає робочому часу співробітника. Якщо співробітник може працювати з 9 до 11, то зв’язок між вузлом 9:00 і вузлом 11:00, і присвоюють цьому зв’язку ціну, рівну зарплаті, одержуваній даним співробітником за відповідний час.

Найкоротший маршрут з першого вузла в останній дозволяє набрати колектив співробітників з якнайменшою сумарною зарплатою. Кожний зв’язок в дорозі відповідає роботі співробітника в певний проміжок часу.

5.4. Максимальний потік

В багатьох мережах зв’язки мають окрім ціни, ще і пропускну спроможність. Через кожний вузол мережі може проходити потік, який не перевищує її пропускної спроможності. Наприклад, вулицями може проїхати тільки визначена кількість машин. Мережа із заданими пропускними спроможностями її зв’язків називається навантаженою мережею. Якщо була задана навантажена мережа, задача про максимальний потік полягає у визначенні найбільшого можливого потоку через мережу із одного вузла в інший.

Описаний алгоритм починається з того, що потік у всіх зв’язках рівний нулю і потім алгоритм поступово збільшує потік, намагаючись поліпшити знайдене рішення. Алгоритм завершує роботу, якщо не можна поліпшити наявне рішення.

Для пошуку шляхів способів збільшення повного потоку, алгоритм перевіряє залишкову пропускну спроможність зв’язків. Залишкова пропускна спроможність зв’язку між вузлами I і J рівна максимальному додатковому потоку, який можна направити з вузла I у вузол J, використовуючи зв’язок між I і J і зв’язок між J і I. Цей сумарний потік може включати додатковий потік по зв’язку I-J, якщо в цьому зв’язку є резерв пропускної спроможності, або виключати частину потоку із зв'язку J-I, якщо по цьому зв’язку йде потік.

Мережа, яка складається зі всіх зв’язків з додатною залишковою пропускною спроможністю, називається залишковою мережею. Одна з властивостей залишкових мереж полягає в тому, що будь-який шлях, який використовує зв’язки із залишковою пропускною спроможністю більше нуля і пов’язує джерело зі стоком, дає спосіб збільшення потоку в мережі. Оскільки цей шлях дає спосіб збільшення або розширення потоку в мережі, він називається розширювальним шляхом.

5.4.1. Застосування максимальних потоків

Обчислення максимального потоку використовуються в багатьох програмах. Хоча для багатьох мереж може бути важливо знати максимальний потік, цей метод часто використовується для отримання результатів, які на перший погляд мають віддалене відношення до пропускної спроможності мережі.

5.4.1.1. Непересічні шляхи

Великі мережі зв’язку повинні бути надмірними. Для заданої мережі може бути потрібно знайти число непересічних шляхів з джерела до стоку. При цьому, якщо між двома вузлами мережі є множина непересічних шляхів, усі зв’язки в яких різні, то з’єднання між цими вузлами залишиться, навіть якщо декілька зв’язків в мережі буде розірвано.

Можна визначити кількість різних шляхів, використовуючи метод обчислення максимального потоку. Для цього створюють мережу з вузлами і зв’язками, які відповідають вузлам і зв’язкам в комунікаційній мережі. Присвоюють кожному зв’язку одиничну пропускну спроможність.

Потім обчислюють максимальний потік в мережі. Максимальний потік буде рівний кількості різних шляхів від джерела до стоку. Оскільки кожний зв’язок може нести одиничний потік, то жоден з шляхів, використаних при обчисленні максимального потоку, не може мати загальних зв’язків.

При більш строгому визначенні надмірності можна зажадати, щоб різні шляхи не мали ні спільних зв’язків, ні спільних вузлів. Трохи змінивши попередню мережу, можна використовувати обчислення максимального потоку для вирішення і цієї задачі. Для цього розділяють кожний вузол за винятком джерела і стоку на два вузли, які сполучені зв’язком одиничної пропускної спроможності. З’єднують перший з отриманих вузлів зі всіма зв’язками, що входять в початковий вузол. Усі зв’язки, що виходять з початкового вузла, приєднують до другого отриманому після розбиття вузла. Потім шукають максимальний потік для цієї мережі.

Якщо шлях, використаний для обчислення максимального потоку, проходить через вузол, то він може використовувати зв’язок, який сполучає два вузли, що утворились після розбиття. Оскільки цей зв’язок має одиничну пропускну спроможність, ніякі два шляхи, отримані при обчисленні максимального потоку, не можуть пройти через цей зв’язок між вузлами, тому в початковій мережі ніякі два шляхи не можуть використовувати один і той же вузол.

5.4.1.2. Розподіл робіт

Нехай є група співробітників, кожний з яких володіє певними навиками. Нехай, також, існує ряд завдань, які вимагають залучення співробітника, який володіє заданим набором навиків. Задача розподілу робіт полягає в тому, щоб розподілити роботу між співробітниками так, щоб кожне завдання виконував співробітник, який має відповідні навики.

Щоб звести цю задачу до обчислення максимального потоку, створюють мережу з двома стовпцями вузлів. Кожний вузол в лівому стовпці представляє одного співробітника. Кожний вузол в правому стовпці представляє одне завдання.

Потім порівнюють навики кожного співробітника з навиками, необхідними для виконання кожного із завдань. Створюють зв’язок між кожним співробітником і кожним завданням, яке він здатний виконати, і присвоюють усім зв’язкам одиничну пропускну спроможність.

Створюють вузол–джерело і з’єднують його з кожним із співробітників зв’язком одиничної пропускної спроможності. Потім створюють вузол–стік і з’єднують з ним кожне завдання, знову за допомогою зв’язків з одиничною пропускною спроможністю.

Тепер потрібно знайти максимальний потік з джерела в стік. Кожна одиниця потоку повинна пройти через один вузол співробітника і один вузол завдання. Цей потік представляє розподіл роботи для цього співробітника.

Якщо співробітники мають відповідні навики для виконання всіх завдань, то обчислення максимального потоку розподілять їх усіх. Якщо неможливо виконати всі завдання, то в процесі обчислення максимального потоку робота буде розподілена так, щоб було виконано максимально можлива кількість завдань.

6. Методи розробки алгоритмів

Цей розділ присвячений основним методами розв’язку на комп’ютері задач, які вважалися традиційно задачами, що під силу розв’язати тільки людині. Це задачі, у яких серед великої (часто нескінченої) кількості варіантів слід визначити один-єдиний – найкращий, або кілька найкращих. Людина, розв’язуючи такі задачі, звичайно не перебирає усі варіанти – життєвий досвід дозволяє їй відразу відкинути явно дурні варіанти, зменшуючи область пошуку. Що більше у людини досвіду у розв’язку аналогічних задач, то швидше та цілеспрямовано вона веде пошук потрібного варіанту. Такі алгоритми часто називають алгоритмами штучного інтелекту.

Алгоритми відшукання найкращого варіанту серед багатьох можливих називаються звичайно алгоритмами перебору. Задача програміста-розробника алгоритму ввести у алгоритм якомога більше „досвіду” – умов, що дозволяють зменшити кількість варіантів, які перебираються. Чим більш цілеспрямовано буде проводитись пошук, тим більше програма набуває інтелектуальних рис, тим швидше буде знайдено найкращий результат. Фактично більшість з методів є саме цілеспрямованим перебором варіантів і до „інтелектуальної” групи відноситься лише традиційно.

6.1. Метод частинних цілей

Цей метод полягає у тому, що глобальна велика задача ділиться (якщо це можливо) на окремі задачі. Якщо велику задачу, можливо, і не можна осягнути, зрозуміти, як її розв’язувати, то для кожної з поділених задач може існувати давно відомий алгоритм розв’язку, або пошук такого алгоритму є значно легшою задачею.

Наприклад задача сортування масиву прямим обміном. Алгоритм сортування зводиться до відшукання мінімуму у несортованій частині масиву та дописування його до сортованої частини.

Функція пошуку проекції точки на площину зводиться до двох:

· пошуку рівняння прямої, перпендикулярної площині та такої, що проходить через задану точку;

· пошуку точки перетину перпендикуляру та площини.

Щоб знайти довжину перпендикуляру від точки до прямої, тобто відстань від прямої до площини, слід після знаходження проекції точки на площину звернутися до функції пошуку відстані між двома точками.

Останній приклад показує, що існують випадки, коли розбиття задачі на частинні задачі може призвести до зайвого ускладнення алгоритму, збільшення часу його роботи. Відстань від площини до точки шукається за допомогою канонічного рівняння площини, якщо у нього підставити координати точки, „за одну дію”. Але метод частинних цілей дає добре структурований, часто більш наочний алгоритм, тому кожного разу треба окремо вирішувати, яким шляхом іти.

Ще один класичний приклад методу частинних цілей – „Ханойська вежа”.

Принц Шак’я-Муні (623-544 р.р. до Р.Хр.), якого ще називали Буддою, що означає „просвітлений”, під час одної з своїх подорожей заснував у Ханої (В’єтнам) монастир. У головному храмі монастиря стоїть три стержні. На одну з них Будда надягнув 64 дерев’яні диски, усі різного діаметру, причому найширший поклав униз, а решту впорядкував за зменшенням розміру.

Слід переставити піраміду з осі A на вісь C у тому ж порядку, користуючись віссю B, як допоміжною, та додержуючись наступних правил:

· за один хід переставляти лише один диск з одної осі на іншу, а не декілька;

· забороняється класти більший диск на менший, тобто впорядкованість на кожній осі має зберігатися.
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Ченці монастиря перекладають, не зупиняючись ні на мить, щосекунди по одному диску й досі. Коли піраміду буде складено на осі C, наступить кінець світу.

Рекурсивний підхід до програмування можна застосувати, якщо розуміти вежу з n дисків, як вежу з n-1 диску, що стоїть ще на одному. Щоби переставити всю піраміду з A на C, слід n-1 - піраміду переставити з A на B, перекласти один – найбільший – диск з A на C, а потім n-1 - піраміду з B на C. Таким чином, якщо за дрібнішу задачу править та ж задача, тільки з меншим значенням параметрів, то ця форма алгоритму частинних цілей є рекурсивним алгоритмом.

Як переставити вежу з двох дисків з A на C? 

· переставити диск з A на B;

· переставити диск з A на C;

· переставити диск з B на C.

Повністю аналогічно, анітрохи не складніше, програмується повний алгоритм.

Щоби переставити вежу з n дисків (позначимо її B(n)) з A на C, слід:

· B(n-1) переставити з A на B;

· B(1) перекласти з A на C;

· B(n-1) переставити з B на C;

Тому основна функція буде void Move (int n, int from, int to), де n – розмір піраміди (якщо n = 1, то це лише один диск); from, to – осі, між якими відбувається операція пересування.

Для програмування слід визначити множину осей. Нам треба буде їх назви виводити на друк, тому назвемо їх 1, 2, 3. Крім того, треба за двома заданими осями вміти визначати третю, щоб її використовувати як робочу. Це легко зробити за допомогою оператора:

third = 6 - from - to;

Результатом роботи програми при n = 1 будемо вважати виведення рядка тексту на екран:

„Переставити диск з ... на ...”.

Тепер програма, яка писатиме ченцям інструкцію на 600 мільярдів років наперед, матиме вигляд:

#include <iostream.h>

#define n 64

void Move(int, int, int);

void main(void)

{


Move (n, 1, 3);

// Переставити піраміду з n дисків з 1-ї осі на 3-ю

}

void Move(int n, int from, int to)

{


int third;


if (n == 1)



cout << “Переставити диск з “ << from << “ на “ << to << endl;


else


{



third = 6 - from - to;



Move (n-1, from, third);



Move (1, from, to);



Move (n-1, third, to);


}

}

Усі рекурсивні алгоритми є реалізацією методу частинних цілей.

6.2. Динамічне програмування

Нерідко не вдається поділити задачу на невелику кількість задач меншого розміру, об’єднання розв’язків яких дозволить отримати рішення початкової задачі. У таких випадках пробують поділити задачу на стільки задач, скільки необхідно, потім кожну поділену задачу ділять на ще декілька менших і так далі. Якщо б весь алгоритм зводився саме до такої послідовності дій, то в результаті отримали б алгоритм з експоненціальним часом виконання.

Але часто вдається отримати лише поліноміальну кількість задач меншого розміру і тому ту чи іншу задачу доводиться вирішувати багаторазово. Якщо б замість того відслідковувати рішення кожної вирішеної задачі і просто шукати у випадку необхідності відповідний розв’язок, то отримують алгоритм з поліноміальним часом виконання.

З точки зору реалізації, іноді, буває простіше створити таблицю розв’язків усіх задач меншого розміру, які доведеться вирішувати. Заповнюють таку таблицю незалежно від того, чи потрібна в реальному випадку конкретна задача для отримання загального розв’язку. Заповнення таблиці складових задач для отримання розв’язку певної задачі отримало назву динамічне програмування.

Динамічним програмуванням (в найбільш загальній формі) називають процес покрокового розв’язку задачі, коли на кожному кроці вибирається один розв’язок з множини допустимих на цьому кроці, причому такий, який оптимізує задану цільову функцію або функцію критерію. В основі теорії динамічного програмування лежить принцип оптимальності Белмана.

Форма алгоритму динамічного програмування може бути різною – спільною їх темою є лише заповнення таблиці і порядок заповнення її елементами.

6.3. Метод сходження

Даний метод полягає у тому, щоби протягом пошуку найкращого розв’язку алгоритм відшукував все кращі та кращі варіанти розв’язку. Якщо ввести деяку кількісну оцінку якості розв’язку, який шукається, то такий метод подібний на здолання все нової та нової висоти при сходженні на вершину.

Розглянемо як приклад задачу про мандрівного крамаря. Крамар має проїхати n міст по циклу, використавши для цього цикл найменшої довжини та побувавши у кожному місті по одному разу.

Розв’язок можна шукати різними шляхами. Але самим очевидним є відшукати спочатку просто який-небудь цикл, що може вважатися „хорошим”. Для цього, наприклад, можна з першого міста їхати у найближче, звідти – у найближче з тих, що залишилися і так далі. З останнього міста треба буде повернутися назад. Це – перша вершина. Далі можна спробувати поліпшити цей варіант. Якщо це вийде, то це буде нова висота. Найкоротший цикл шукається за допомогою досить складних алгоритмів.

Ще один приклад використання методу сходження – ітерації.

Знайти значення корінь квадратний для довільного дійсного x – u = sqrt(x).

Якщо u = sqrt(x), то x/u = u;

Якщо u < sqrt(x), то x/u > sqrt(x).

Тому будь-коли середнє між u та x/u ближче до sqrt(x), ніж u. Тому, почавши з будь-якого „близького” початкового значення u(0), можна поступово поліпшувати наближення: u(n+1) := ( u(n) + x / u(n) ) / 2 доти, поки не буде виконуватися умова |u(n)- x / u(n)| < eps.

Даний тип алгоритмів має ще одну назву – „скупі” алгоритми. На кожній окремій стадії „скупий” алгоритм вибирає той варіант, який є локально оптимальним в тому чи іншому змісті. Раніше вже були розглянуті різні „скупі” алгоритми – алгоритм побудови найкоротшого шляху Дейкестри і алгоритм побудови стовбурного дерева мінімальної вартості Крускала. Алгоритм найкоротшого шляху Дейкестри є „скупим” у тому розумінні, що він вибирає вершину, найближчу до джерела, серед тих, найкоротший шлях яких ще невідомий. Алгоритм Крускала також „скупий” – він вибирає із ребер, які залишилися і не створюють цикл, ребро з мінімальною вартістю.

Потрібно зауважити, що не кожний „скупий” алгоритм дозволяє отримати оптимальний результат в цілому. Як це буває у житті, „скупа стратегія” у більшості випадків забезпечує локальний оптимум, у той же час як в цілому результат буде неоптимальним.

Узагальнюючи вище сказане, можна зробити висновок – стратегія методу полягає в тому, щоб почати з випадкового рішення і потім робити послідовні наближення. Почавши з випадково вибраного рішення, алгоритм робить випадковий вибір. Якщо нове рішення краще попереднього, програма закріплює зміни і продовжує перевірку інших випадкових змін. Якщо зміна не покращує рішення, програма відкидає його і робить нову спробу.

6.4. Дерева розв’язків

Багато складних реальних задач можна змоделювати за допомогою дерев розв’язків. Кожний вузол дерева представляє один крок вирішення задачі. Кожна гілка в дереві представляє розв’язок, який веде до більш повного рішення. Листки є остаточним розв’язком. Мета полягає в тому, щоб знайти „найкращий шлях” від кореня дерева до листка при виконанні певних умов. Ці умови і значення поняття „найкращий” для шляху залежить від конкретної задачі.

Стратегію настільних ігор, таких як шахи, шашки, або „хрестики-нулики” можна змоделювати за допомогою дерев гри. Якщо в який-небудь момент гри існує 30 можливих ходів, то відповідний вузол у дереві гри матиме 30 гілок. Наприклад, для гри в „хрестики-нулики” кореневий вузол відповідає початковій позиції, при якій дошка порожня. Перший гравець може помістити хрестик в будь-яку з дев’яти кліток дошки. Кожному з цих дев’яти можливих ходів відповідає гілка дерева, яка виходить з кореня. Дев’ять вузлів на кінці цих гілок відповідають дев’яти різним позиціям після першого ходу гравця.

Після того, як перший гравець зробив хід, другий може поставити нулик в будь-яку з восьми кліток, що залишилися. Кожному з цих ходів відповідає гілка, що виходить з вузла, який відповідає поточній позиції.

Як можна здогадатися, дерево гри навіть для такої простої гри росте дуже швидко. Якщо воно буде продовжувати рости таким чином, що кожний наступний вузол в дереві матиме на одну гілку менше попереднього, то повне дерево гри матиме 9! = 362880 листки. Тобто, в дереві буде 362880 можливих шляхів розв’язку, які відповідають можливим варіантам гри.

Насправді багато з вузлів дерева в реальній грі будуть відсутніми, оскільки відповідні їм ходи заборонені правилами гри. Якщо гравець, що ходив першим, за три свої ходи поставить хрестики у верхній лівій, верхній середній і верхній правій клітках, то він виграє і гра закінчиться. Вузол, який відповідає цій позиції, не матиме нащадків, оскільки гра завершується на цьому кроці.

Після вилучення всіх неможливих вузлів в дереві залишається біля четверті мільйона листків. Це все ще дуже велике дерево, і пошук у ньому оптимального розв’язку методом повного перебору займає достатньо багато часу. Можна ще скоротити розмір цього дерева, враховуючи симетричність деяких позиція, але це підходить лише для конкретної гри. Для складніших ігор, таких як шашки, шахи або го, дерева мають величезний розмір. Якби під час кожного ходу в шахах гравець мав би 16 можливих варіантів, то дерево гри мало б більше трильйона вузлів після п’яти ходів кожного з гравців.

6.4.1. Мінімаксний пошук

Для виконання пошуку в дереві гри, потрібно мати можливість визначити вагу позиції на дошці. Для гри в „хрестики-нулики”, для першого гравця більшу вагу мають позиції, в яких три хрестики розташовано в ряд, оскільки при цьому він виграє. Вага тих же позицій для другого гравця мала, тому що в цьому випадку він програє.

Для кожного гравця, можна присвоїти кожній позиції один з чотирьох вагових коефіцієнтів. Якщо коефіцієнт рівний 4, то це значить, що гравець в цій позиції виграє. Якщо – 3, то з поточного положення на дошці неясно, хто з гравців виграє врешті-решт. 2 – означає, що позиція приводить до нічиєї. І, нарешті, – 1, означає, що виграє супротивник.

Для пошуку розв’язку методом повного перебору можна використовувати мінімаксну стратегію, при якій робиться спроба мінімізувати максимальну вагу, яку може мати позиція для супротивника після наступного ходу. Це можна зробити, визначивши максимально можливу вагу позиції для супротивника після кожного з своїх можливих ходів, і потім вибрати хід, який дає позицію з мінімальною вагою для супротивника.

Тобто алгоритм повинен обчислювати вагу позиції на дошці, перевіряючи всі можливі ходи. Для кожного ходу він повинен рекурсивно викликати себе, щоб знайти вагу, яку матиме нова позиція для супротивника. Потім вибирається хід, при якому вага отриманої позиції для супротивника буде якнайменшою.

Програмно для визначення ваги позиції на дошці потрібна функція, яка рекурсивно викликає себе до тих пір, поки не відбудеться одна з трьох подій. По-перше, вона може дійти до позиції, в якій гравець виграє. В цьому випадку, вона присвоює позиції ваговий коефіцієнт 4, що вказує на виграш гравця, що виконав останній хід. По-друге, може знайти позицію, в якій жоден з гравців не може зробити наступний хід. Гра при цьому закінчується нічиєю, тому функція присвоює цій позиції – 2. І нарешті, функція може досягти заданої максимальної глибини рекурсії. В цьому випадку, процедура присвоює позиції – 3, що вказує на неможливість визначити переможця. Функція при цьому вибирає хід, який має якнайменшу вагу для супротивника.

Завдання максимальної глибини рекурсії обмежує час пошуку в деревах розв’язку. Це особливо важливо для складніших ігор, таких як шахи, в яких пошук в дереві гри може продовжуватися практично вічно. Максимальна глибина пошуку також може задавати рівень майстерності програми. Чим далі вперед програма зможе аналізувати ходи, тим краще вона гратиме.

Описаний алгоритм має цікавий побічний ефект. Якщо він знаходить два однаково хороших ходи, то вибирає з них той, який знайдений першим. Іноді це приводить до дивної поведінки програми. Наприклад, якщо програма визначає, що при будь-якому своєму ходу вона програє, то вона вибирає перший з них. Може створитися враження, що програма вибрала випадковий хід і здається. В якійсь мірі це дійсно так.

Один із способів запобігання такої поведінки полягає в тому, щоб задати більше можливих вагових коефіцієнтів позицій. В попередньому варіанті всі програшні позиції мають однакову вагу. Можна присвоїти позиції, в якій програш відбувається за два ходи, більшу вагу, ніж позиції, в якій програш наступає на наступному ходу. Тоді програма зможе вибирати ходи, які приведуть до затягування гри. Також можна присвоювати більшу вагу позиції, в якій є два можливі виграшні ходи, ніж позиції, в якій є тільки один виграшний хід. У такому разі програма спробує заблокувати один з можливих виграшних ходів.

6.4.2. Покращення пошуку в дереві гри

Якби для пошуку в дереві гри була б лише мінімаксна стратегія, то виконувати пошук у великих деревах було б дуже складно. Такі ігри, як шахи, настільки складні, що програма може провести пошук всього лише на декількох рівнях дерева. На щастя, існують декілька методів, які можна використати для пошуку у великих деревах.

По-перше, в програмі можуть бути записані початкові ходи, які вибрані експертами. Можна вирішити, що програма гри в „хрестики-нулики” повинна робити перший хід в центральну клітку. Це визначає першу гілку дерева гри, тому програма може ігнорувати всі шляхи, які не проходять через першу гілку. Це зменшує дерево гри в 9 разів.

Фактично, програмі не потрібно виконувати пошук в дереві до того, поки супротивник не зробить свій хід. У цей момент і комп’ютер, і супротивник вибрали кожний свою гілку, дерево, яке залишилося, стане набагато меншим, і міститиме менше ніж 7!=5040 шляхів. Прорахувавши наперед всього один хід, можна зменшити розмір дерева гри від четверті мільйона до менше ніж 5040 шляхів.

Аналогічно, можна записати відповіді на перші ходи, якщо супротивник ходить першим. Є дев’ять варіантів першого ходу, отже, потрібно записати дев’ять відповідних ходів. При цьому програмі не потрібно поводити пошук деревом, поки супротивник не зробить два ходи, а комп’ютер – один. Тоді дерево гри міститиме менше ніж 6! = 720 шляхів. Записано всього дев’ять ходів, а розмір дерева при цьому зменшується дуже сильно. Це ще один приклад просторово-часового компромісу. Використовування більшої кількості пам’яті зменшує час, необхідний для пошуку в дереві гри.

Комерційні програми гри в шахи також починають із записаних ходів і відповідей, рекомендованих гросмейстерами. Такі програми можуть робити перші ходи дуже швидко. Після того, як програма вичерпає всі записані наперед ходи, вона почне робити ходи набагато повільніше.

Інший спосіб покращання пошуку в дереві гри полягає в тому, щоб визначати важливі позиції. Якщо програма розпізнає одну з цих позицій, вона може виконати певні дії або змінити спосіб пошуку в дереві гри.

Під час гри в шахи гравці часто розташовують фігура так, щоб вони захищали інші фігури. Якщо супротивник бере фігуру, то гравець бере фігуру супротивника замість. Часто таке узяття дозволяє супротивнику у свою чергу узяти іншу фігуру, що приводить до серії обмінів.

Деякі програми знаходять можливі послідовностей обмінів. Якщо програма розпізнає можливість обміну, вона на якийсь час змінює максимальну глибину, на яку вона проглядає дерево, щоб прослідити до кінця ланцюжок обмінів. Це дозволяє програмі вирішити, чи варто йти на обмін. Після обміну фігур їх кількість також зменшується, тому пошук в дереві гри стає в майбутньому більш простим.

6.4.3. Метод відпрацювання назад

Цей метод полягає у тому, щоб, почавши не з початку, а з цільової точки, якщо це можливо, визначити, як і звідки у неї можна потрапити. Далі слід шукати шляхи не до мети безпосередньо, а до „проміжних пунктів”.

Наприклад – пошук найкоротшого шляху. Буквально застосовуємо цей підхід у названій задачі. Дається граф, вершини якого – населені пункти, а кожній дузі приписано відстань між вершинами. Слід визначити найкоротший маршрут між двома заданими вершинами – a та b.

Визначивши відстані від b до найближчих, а вірніше, до усіх суміжних з нею вершин, шукаємо шляхи до цих вершин з a. Залишимо з усіх шляхів той, для якого сумарний шлях є найменшим.

Наступний приклад – сітковий графік, або бізнес-план. Для того, щоб у термін, визначений у контракті, здати замовнику роботу, слід вже за 3 дні підготувати зразки та надрукувати звіт. Щоб підготувати зразки, слід ще за день до того зробити ще деякі роботи. Щоб звіт було надруковано за три дні до терміну, слід почати друкувати щонайменше за три тижні двома принтерами. І так далі, аж до самого початку.

6.5. Програмування з поверненнями назад

Іноді доводиться мати справу з задачами пошуку оптимального розв’язку, коли неможливо застосувати жоден з відомих алгоритмів, які здатні допомогти відшукати оптимальний варіант розв’язку, і залишається застосувати останній засіб – повний перебір.

6.5.1. Метод спроб та помилок

Багато задач не допускають аналітичного розв’язку, а тому їх доводиться вирішувати методом спроб та помилок, тобто перебираючи усі можливі варіанти та відкидаючи їх у випадку невдачі. У разі, якщо побудова розв’язку є складною процедурою, то фактично під час роботи будується дерево можливих кроків алгоритму, а потім – у випадку невдачі – відрізаються відповідні гілки дерева, доки не буде побудовано той шлях, який веде до успіху. Проходження вздовж гілок дерева та відхід у разі невдач і є алгоритм з поверненнями.

Розглянемо гру, в яку грають два гравці, наприклад, шахи, шашки чи „хрестики-нулики”. Гравці почергово роблять ходи, і стан гри відображається відповідним станом на дошці. Будемо вважати, що є скінчена кількість позицій на дошці і в грі передбачене певне „правило завершення”. З кожною такою грою можна асоціювати дерево, яке називається деревом гри. Кожний вузол такого дерева представляє певну позицію на дошці. Початкова позиція відповідає кореню дерева. Якщо позиція x асоціюється з вузлом n, тоді нащадки вузла n відповідають сукупності допустимих ходів із позиції x, і з кожним нащадком асоціюється  відповідна результуюча позиція на дошці.

Листки цього дерева відповідають таким позиціям на дошці, з яких неможливо виконати хід, – або тому, що хтось з гравців вже отримав перемогу, або тому, що усі можливі ходи вже вичерпані. Кожному вузлу дерева відповідає певна ціна. На початку назначають ціни листкам. Нехай мова йде про гру „хрестики-нулики”. В такому випадку листкам назначається ціна -1, 0 і 1 в залежності від того, чи відповідає даній позиції програш, нічия або виграш.

Ці ціни розповсюджуються вверх по дереві у відповідності з наступним правилом. Якщо вузол відповідає такій позиції, з якої повинен виконати хід гравець 1, тоді відповідна ціна є максимальним значенням цін нащадків даного вузла. При цьому передбачається, що цей гравець зробить самий вигідний для себе хід, тобто такий, який принесе йому самий цінний результат. Якщо ж вузол відповідає ходу гравця 2, тоді відповідна ціна є мінімальним значенням цін нащадків. При цьому вважається, що гравець два виконає самий вигідний для себе хід, тобто такий, який при самих сприятливих умовах приведе до програшу гравця 1, або до нічиї.

Цей алгоритм покажемо на прикладі задачі, яка має назву „хід коня”.

На шахівниці nхn стоїть на полі (x, y) шаховий кінь. Слід знайти такий маршрут коня (який ходить згідно шахових правил), коли він обходить усю шахівницю, побувавши у кожній клітинці рівно один раз.

Загальна структура алгоритму буде така: на кожному кроці буде аналізуватися, чи можна ще зробити хід куди-небудь. Якщо так, то робимо хід, якщо ні, то повертаємося на один хід назад. Так робимо до тих пір, поки довжина ланцюга ходів не стане рівною n-1. Тоді це повний „хід коня”.
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Загальний вигляд основної функції такого алгоритму:

// спроба ще одного ходу

{


// початкові установки


do

{



// вибір чергового ходу зі списку можливих ходів



if (хід годиться)



{




// запис ходу




if (дошку не заповнено)




{





// спроба ще одного ходу





if (невдача)






// витирання ходу




}



}


}


while (успішний хід) || (інших ходів немає)

}

Ця процедура є рекурсивною: зробивши свій хід, вона звертається до самої себе, передаючи сама собі, природно, нову позицію. Остаточна програма:

const n = 8;
// Розмір щахівниці

// Масив допустимих ходів

int step[2][n] = {{2,1,-1,-2,-2,-1,1,2,},{1,2,2,1,-1,-2,-2,-1}};

// Дощка

int h[n][n] = {{0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0},

               {0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0},

               {0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,0}};

bool Try(int, int, int);

void main(void)

{


bool Success;
// Успішний хід


// Початкові координати коня


int x0 = 0;


int y0 = 0;


h[x0][y0] = 1;


Success = Try(2, x0, y0);


if (!Success)



cout << " Не вдалося ";


else



// Вивід результатів

}

bool Try(int i, int x, int y)

{


bool NextSuccess;


int u, v;


int k = 0;
// Поточний можливий хід


do

{



NextSuccess = false;



// Визначення нового кроку за шаховими правилами



u = x + step[0][k];



v = y + step[1][k];



if ( (u>=0) && (u<n) && (v>=0) && (v<n) )
// Хід допустимий?




if (h[u][v]==0)










// Поле не зайняте?




{





h[u][v] = i; // запис ходу





if (i<n*n)





{






NextSuccess = Try(i+1, u, v);

// Наступний хід






if (!NextSuccess)







// Хід неуспішний?







h[u][v] = 0;








// Витирання ходу





}





else






NextSuccess = true;




}



k++;


}


while ( !NextSuccess && (k<8) );


return NextSuccess;

}

Характерним для цього прикладу є те, що під час пошуку розв’язку поступово то збільшують i – номер ходу, записуючи свій маршрут, то зменшують, витираючи ті гілки дерева можливих маршрутів, які не ведуть до успіху, після їх повного обстеження. Ця дія називається поверненням.

6.5.2. Реалізація пошуку з поверненням

Приведемо алгоритм побудови загального алгоритму пошуку з поверненням. Нехай задані правила деякої гри, тобто допустимі ходи і правила її завершення. Потрібно побудувати дерево цієї гри і оцінити його корінь. Це дерево можна побудувати звичним чином, а потім виконати обхід його вузлів у зворотному порядку. Такий обхід у зворотному порядку гарантує, що алгоритм попадає у внутрішній вузол лише після обходу всіх його нащадків, в результаті чого можна оцінити цей вузол, знайшовши максимум або мінімум значень його усіх нащадків.

Об’єм пам’яті для зберігання такого дерева може виявитися достатньо великим, але, якщо дотримуватися мір безпеки, можна обійтися зберіганням в пам’яті в будь-який заданий момент часу лише одного шляху – від кореня до того чи іншого вузла. Приведемо алгоритм пошуку, який виконує обхід дерева за допомогою послідовності рекурсивних викликів. Цей алгоритм передбачає виконання наступних умов:

37. Виграші є дійсними числами з обмеженого інтервалу, наприклад [-1, 1].

38. Константа ( більша, ніж будь-який додатній виграш, а -( менша, ніж будь-який від’ємний виграш.

39. Дані типу modetype (тип режиму) можуть приймати два фіксовані значення – MIN, або MAX.

40. Передбачений тип даних boardtype (тип ігрової дошки), яка визначається способом представлення позицій на дошці.

41. Передбачена функція payoff (виграш), яка обчислює виграш для будь-якої позиції, яка є листком дерева.

float Search(boardtype B, modetype mode)

// Оцінює і повертає виграш для позиції В з передбачення, 

// що наступним повинен ходити гравець 1 (mode=MAX) або гравець 2 (mode=MIN)

{


boardtype C;
// нащадок позиції В


float Value;
// тимчасове значення виграшу


if (B є листком)











// 1



return payoff(B);










// 2


else


{



if (mode==MAX)











// 3




Value = -(;











// 4



Else



Value = (;












// 5



For (для кожного сина С позиції В)

// 6



{




if (mode==MAX)










// 7





Value = max(Value, Search(C, MIN));
// 8




Else





Value = min(Value, Search(C, MAX));
// 9




return Value;










// 10



}


}

}

6.5.3. Альфа-бета відсікання

Одна дуже проста умова дозволяє позбавитися від розгляду значної частини типового дерева гри. Цикл (6) в алгоритмі може ігнорувати певних нащадків, досить часто доволі велику їх кількість.

Загальне правило відсікання вузлів зв’язане з поняттям кінцевих і приблизних значень вузлів. Кінцеве значення – це то, що називають виграшем. Приблизне значення – це верхня межа значення вузла в режимі MIN, або нижня межа значення вузла в режимі MAX. Приведемо правила обчислення цих значень.

42. Якщо вже розглянуто або відсічено всіх нащадків вузла, то його приблизне значення стає кінцевим.

43. Якщо орієнтовне значення вузла в режимі MAX рівне v1, а кінцеве значення одного з його нащадків рівне v2, тоді встановити приблизне значення вузла рівним max(v1,v2). Якщо вузол знаходиться в режимі MIN – min(v1,v2).
44. Якщо p є вузлом в режимі MAX, і має батька q, а приблизні значення вузлів рівні v1 і v2, відповідно, причому v1<v2, тоді можна відсікти всіх нерозглянутих нащадків вузла p, якщо p є вузлом в режимі MAX, а q є, таким чином в режимі MIN, і v2<v1.

6.5.4. Метод гілок і границь

Метод гілок і границь є ще одним з методів відсікання гілок в дереві рішень, щоб не було необхідно розглядати всі гілки дерева. Загальний підхід при цьому полягає в тому, щоб відстежувати межі вже знайдених і можливих рішень. Якщо в якійсь точці найкраще з вже знайдених рішень краще, ніж краще можливе рішення в нижніх гілках, то можна ігнорувати всі шляхи вниз від вузла.

Наприклад, припустимо, що маємо 100 мільйонів доларів, які потрібно вкласти в можливі інвестиції. Кожне з вкладень має різну вартість і дає різний прибуток. Необхідно вирішити, як вкласти гроші найкращим чином, щоб сумарний прибуток був максимальним.

Задачі такого типу називаються задачею формування портфеля. Є декілька позицій (інвестицій), які повинні поміститися в портфель фіксованого розміру (100 мільйонів доларів). Кожна з позицій має вартість (гроші) і ціну (теж гроші). Необхідно знайти набір позицій, який поміщається в портфель і має максимально можливу ціну.

Цю задачу можна змоделювати за допомогою дерева рішень. Кожний вузол дерева відповідає певній комбінації позицій в портфелі. Кожна гілка відповідає ухваленню рішення про те, щоб видалити позицію з портфеля або додати її в нього. Ліва гілка першого вузла відповідає першому вкладенню.

Дерево рішень для цієї задачі є повним бінарним деревом, глибина якого рівна кількості інвестицій. Кожний листок відповідає повному набору інвестицій.

Щоб використати метод гілок і границь, створюють масив, який міститиме позиції з якнайкращого знайденого дотепер рішення. При ініціалізації масив повинен бути порожній. Можна також використати змінну для стеження за ціною цього рішення. Спочатку ця змінна може мати невелике значення, щоб перше ж знайдене реальне рішення було краще початкового.

При пошуку в дереві рішень, якщо в якійсь точці аналізоване рішення не може бути краще, ніж існуюче, то можна припинити подальший пошук цим шляхом. Також, якщо в якійсь точці вибрані позиції коштують більше 100 мільйонів, то можна також припинити пошук.

У міру просування деревом алгоритму не потрібно постійно перевіряти, чи буде часткове рішення, яке вона розглядає, краще, ніж найкраще знайдене дотепер рішення. Якщо часткове рішення краще, то буде краще і вузол, який знаходиться праворуч внизу від цього часткового рішення. Цей вузол представляє той же самий набір позицій, як і часткове рішення, оскільки вся решта позицій при цьому була виключена. Це означає, що алгоритмові необхідно шукати краще рішення тільки тоді, коли він досягає листка дерева.

Фактично, будь-який листок, до якого доходить програма завжди є більш кращим рішенням. Якби це було не так, то гілка, на якому знаходиться цей листок, була б відсічена, коли програма розглядала батьківський вузол. У цій точці переміщення до листка зменшить ціну невибраних позицій до нуля. Якщо ціна рішення не більша, ніж найкраще знайдене дотепер рішення, то перевірка нижньої межі зупинить просування до листка. Використовуючи цей факт, алгоритм може поновляти найкраще рішення досягнувши листка.

При пошуку методом гілок і границь кількість вузлів, які перевіряються, набагато менша ніж при повному переборі. Дерево рішень для задачі портфеля з 20 позиціями містить більше 2 мільйони вузлів. При повному переборі доведеться перевірити їх усіх, при пошуку методом гілок і границь знадобиться перевірити тільки приблизно 1500 з них.

Кількість вузлів, які перевіряє алгоритм при використанні методу гілок і границь, залежить від точних значень даних. Якщо ціна позицій висока, то в правильне рішення входитиме небагато елементів. З другого боку, якщо елементи мають низьку вартість, то до правильного рішення увійде велика їх кількість, тому алгоритмові доведеться досліджувати безліч комбінацій.

6.6. Евристичні алгоритми

У складніших іграх практично неможливо провести пошук навіть в невеликому фрагменту дерева. У цих випадках, можна використовувати різні евристики. Евристикою називається алгоритм або емпіричне правило, яке ймовірно, але не обов’язково дасть добрий результат.

Наприклад, в шахах звичайною евристикою є „посилення переваги”. Якщо у супротивника менше сильних фігур і однакова кількість інших, то слід йти на розмін при кожній нагоді. Зменшення кількості фігур робить дерево рішень коротшим і може збільшити відносну перевагу. Ця стратегія не гарантує виграшу, але підвищує його вірогідність.

Інша евристика, що часто використовується, полягає в присвоєнні різних ваг різним клітинкам. У шахах вага кліток в центрі дошки вища, оскільки фігури, що знаходяться на цих позиціях, можуть атакувати більшу частину дошки. Коли обчислюється вага поточної позиції на дошці, вона може присвоюватися більшою фігурам, які займають клітки в центрі дошки.

Якщо якість рішення не так важлива, то прийнятним може бути результат, отриманий за допомогою евристики. В деяких випадках точність вхідних даних може бути недостатньою. Тоді хороше евристичне рішення може бути таким же правильним, як і теоретично „якнайкраще рішення”.

У попередньому прикладі метод гілок і границь використовувався для вибору інвестиційних можливостей. Проте, вкладення можуть бути ризикованими, і точні результати часто наперед невідомі. Можливо, що наперед буде невідомий точний дохід або навіть вартість деяких інвестицій. В цьому випадку, ефективне евристичне рішення може бути таким же надійним, як і якнайкраще рішення, яке ви може обчислити точно.

Отже, евристичні алгоритми – це алгоритми, які мають такі властивості:

· Вони дозволяють знайти добрі, хоча і не завжди найкращі розв’язки з усіх, що існують.

· Метод пошуку або побудови розв’язку звичайно значно простіший, ніж той що гарантує оптимальність розв’язку.

Поняття „добрий розв’язок” змінюється від задачі до задачі, тому його важко визначити точно. Припустимість використання евристики залежить від співвідношення часу та складності пошуку розв’язку обома способами та співвідношення якості обох розв’язків.

У цьому розумінні усі умови, що висуваються до розв’язку, звичайно ділять на дві групи щодо витрат праці:

· ті, які легко задовольнити;

· ті, що вимагають великої роботи.

З іншої сторони, вони поділяються на такі групи щодо їхньої важливості для кінцевої якості:

· ті, які обов’язково слід задовольнити;

· ті, що можуть бути послаблені або змінені.

Цю ситуацію образно показано в таблиці

	 
	1
	2

	a
	Слід задовольнити
	?

	b
	?
	Варто відмовитися


Повернемося до нашого прикладу – задачі про мандрівного крамаря. Якщо міст, про які йдеться – багато, то пошук точно мінімального за довжиною циклу може вимагати дуже багато часу. З іншої сторони, об’їзд слід зробити лише один раз. Якщо витрати на пошук оптимального маршруту можуть виявитися більшими або еквівалентними до витрат на пальне під час подорожі, то, можливо, варто просто рушати в путь, прямуючи до найближчого міста кожного разу.

Якщо ж слід відшукати найкращий маршрут для регулярного об’їзду (наприклад, вибирання пошти зі скриньок, розвезення хлібу з заводу по магазинах, маршрут для руки-маніпулятора робота під час монтування друкованих плат) , то все ж варто відшукати оптимальний маршрут, бо витрати на програмування є разовими, а витрати на зайвий рух є регулярними.

Візьмемо за приклад сортування масиву. Якщо потрібно відсортувати один раз масив зі 100 записів, то можна використати будь-який з простих методів сортування – на весь процес буде витрачено щонайбільше 2-3 секунди машинного часу. Якщо ж розробляють пакет, що буде регулярно сортувати значні масиви інформації, то варто написати сучасну програму.

Частіше за все евристичні алгоритми базуються на методі сходження або на методі частинних цілей.

6.7. Імовірнісні алгоритми

До цієї групи відносяться всі алгоритми, де у деякій мірі використовуються результати теорії ймовірності, математичної статистики, генератори випадкових чисел тощо.

Серед усієї гами цих алгоритмів розглянемо лише один для прикладу - обчислення площі фігури методом Монте-Карло.

Нехай слід обчислити площу криволінійної області S, рівняння межі якої таке складне, що виключає застосування аналітичних методів обчислення.
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Якщо область S повністю можна включити у прямокутну область
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Якщо за допомогою датчика випадкових чисел генерувати точки 
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, які б рівномірно заповнювали прямокутник Q, то кількість тих точок, що потраплять усередину області S, та тих, що потраплять за її межі, буде відноситися приблизно так само 
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Кількість NS та NQ підраховуються під час експерименту.

Аналогічно працюють алгоритми випадкового пошуку, де пошук виконується відповідно до своєї назви. Для задачі формування портфеля – на кожному кроці алгоритм додає випадкову позицію, яка задовольняє верхньому обмеженню на сумарну вартість позицій в портфелі. Цей метод пошуку також називається методом Монте-Карло.

Оскільки малоймовірно, що випадково вибране рішення виявиться якнайкращим, необхідно багато разів повторювати цей пошук, щоб отримати прийнятний результат. Хоча може видатися, що вірогідність знаходження хорошого рішення при цьому мала, цей метод іноді дає хороші результати. Залежно від значень даних і числа перевірених випадкових рішень результат, отриманий за допомогою цього методу, часто виявляється краще, ніж у випадку використання інших методів.

Перевага випадкового пошуку полягає також і в тому, що цей метод легкий в розумінні і реалізації. Іноді складно уявити, як реалізувати рішення задачі за допомогою складних алгоритмів пошуку, але завжди просто вибирати рішення випадковим чином. Навіть для дуже складних проблем, випадковий пошук є простим евристичним методом.

6.8. Генетичні алгоритми

Генетичні алгоритми, будучи однією з парадигм еволюційних обчислень, є алгоритмами пошуку, побудованими на принципах, схожих з принципами природного відбору і генетики. Якщо говорити узагальнено, вони об’єднують в собі принцип виживання найперспективніших особин – рішень і структуризований обмін інформацією, в якому присутній елемент випадковості і який моделює природні процеси спадковості і мутації. Додатковою властивістю цих алгоритмів є невтручання людини в процес пошуку, який розвивається. Людина може впливати на нього лише опосередковано, задаючи певні параметри.

Будучи різновидом методів пошуку з елементами випадковості, генетичні алгоритми мають на меті знаходження кращого, а не оптимального рішення задачі. Це зв’язано з тим, що для складної системи часто вимагається знайти хоч яке-небудь задовільне рішення, а проблема досягнення оптимуму відходить на другий план. При цьому інші методи, орієнтовані на пошук саме оптимального рішення, внаслідок надзвичайної складності задачі стають взагалі непридатними. У цьому криється причина появи, розвитку і зростання популярності генетичних алгоритмів. Хоча, як і всякий інший метод пошуку, цей підхід не є оптимальним методом рішення будь-яких задач.

Переваги генетичних алгоритмів стають ще більш прозорими, якщо розглянути основні їх відмінності від традиційних методів:

45. Генетичні алгоритми працюють з кодами, в яких був представлений набір параметрів, які напряму залежать від аргументів цільової функції. Причому інтерпретація цих кодів відбувається тільки перед початком роботи алгоритму і після завершення його роботи для отримання результату. У процесі роботи маніпуляції з кодами відбуваються абсолютно незалежно від їх інтерпретації, код розглядається просто як бітовий рядок.

46. Для пошуку генетичний алгоритм використовує декілька точок пошукового простору одночасно, а не переходить від точки до точки, як це робиться в традиційних методах. Це дозволяє подолати один з їх недоліків – небезпека попадання в локальний екстремум цільової функції, якщо вона має декілька екстремумів.

47. Генетичні алгоритми в процесі роботи не використовують ніякої додаткової інформації, що підвищує швидкість роботи. Єдиною інформацією, що використовується, може бути область допустимих значень параметрів і цільової функції в довільній точці.

48. Генетичний алгоритм використовує як правило ймовірності для породження нових точок аналізу, так і детерміновані правила для переходу від одних точок до інших. Одночасне використовування елементів випадковості і детермінованості дає значно більший ефект, ніж роздільне.

Отже, генетичний алгоритм працює з кодами безвідносно їх змістовій інтерпретації. Тому сам код і його структура описуються поняттям генотип, а його інтерпретація, з погляду вирішуваної задачі, поняттям фенотип. Кожний код представляє, по суті, точку простору пошуку. З метою максимально наблизитися до біологічних термінів, екземпляр коду називають хромосомою, особиною або індивідуумом.

На кожному кроці роботи генетичний алгоритм використовує декілька точок пошуку одночасно. Сукупність цих точок є набором особин, який називається популяцією. Кількість особин в популяції називають розміром популяції. На кожному кроці роботи генетичний алгоритм поновлює популяцію шляхом створення нових особин і знищення старих. Щоб відрізняти популяції на кожному з кроків і самі ці кроки, їх називають поколіннями і звичайно ідентифікують за номером.

У процесі роботи алгоритму генерація нових особин відбувається на основі моделювання процесу розмноження. При цьому, природно, особини, що породжують, називаються батьками, а породжені – нащадками. Батьківська пара, як правило, породжує пару нащадків. Безпосередня генерація нових кодових рядків з двох вибраних відбувається за рахунок роботи оператора схрещування, якого також називають кросинговером. При породженні нової популяції оператор схрещування може застосовуватися не до всіх пар батьків. Частина цих пар може переходити в популяцію наступного покоління безпосередньо. Наскільки часто виникати така ситуація, залежить від значення вірогідності вживання оператора схрещування, яка є одним з параметрів генетичного алгоритму.

Моделювання процесу мутації нових особин здійснюється за рахунок роботи оператора мутації. Основним параметром оператора мутації також є вірогідність мутації.

Оскільки розмір популяції може бути обмеженим, то породження нащадків повинно супроводжуватися знищенням інших особин. Вибір пар батьків з популяції для породження нащадків проводить оператор відбору, а вибір особин для знищення – оператор редукції. Основним параметром їх роботи є, як правило, якість особини, яка визначається значенням цільової функції в точці простору пошуку, описуваною цією особиною.

Оператори відбору, схрещування, мутації і редукції називають ще генетичними операторами.

Критерієм зупинки роботи генетичного алгоритму може бути одна з трьох подій:

· Було сформовано задана користувачем кількість поколінь.

· Популяція досягла заданого користувачем якості (наприклад, значення якості всіх особин перевищило заданий поріг).

· Був досягнутий деякий рівень збіжності. Тобто особини в популяції сталі настільки подібними, що подальше їх поліпшення відбувається надзвичайно поволі.

Характеристики генетичного алгоритму вибираються так, щоб забезпечити малий час роботи, з одного боку, і пошук якомога кращого рішення, з іншою.

Розглянемо тепер безпосередньо роботу генетичного алгоритму.

Формування початкової популяції відбувається, як правило, з використанням якого-небудь випадкового закону, на основі якого вибирається потрібна кількість точок пошукового простору. Початкова популяція може також бути результатом роботи якого-небудь іншого алгоритму оптимізації. Все тут залежить від розробника конкретного генетичного алгоритму.

В основі оператора відбору, який служить для вибору батьківських пар і знищення особин, лежить принцип „виживає сильніший”. Як приклад можна привести наступний оператор. Вибір особини для розмноження проводиться випадково. Імовірність участі особини в процесі розмноження обчислюється за формулою:
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де n – розмір популяції, i – номер особини, Рi – імовірність участі особини в процесі розмноження, fi – значення цільової функції для i-ої особини. Очевидно, що одна особина може бути задіяна в декількох батьківських парах.

Аналогічно може бути вирішено питання знищення особин. Тільки вірогідність знищення, відповідно, повинна бути обернено пропорційний якості особин. Проте звичайно відбувається просто знищення особин з якнайгіршою якістю. Таким чином, вибираючи для розмноження найякісніші особини і знищуючи самі слабкі, генетичний алгоритм постійно покращує популяцію, ведучи до знаходження все кращих рішень.
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Оператор схрещування покликаний моделювати природний процес спадковості, тобто забезпечувати передачу властивостей батьків нащадкам.

Опишемо найпростіший оператор схрещування. Він виконується в два етапи. Нехай особина є рядком з n елементів. На першому етапі рівномірно вибирається натуральне число до від 1 до n-1. Це число називається точкою розбиття. Відповідно до нього обидва початкові рядки розбиваються на два рядки. На другому етапі рядки обмінюються своїми частинами, які лежать після точки розбиття, тобто елементами з k+l-го по n-й. Так виходять два нові рядки, які успадковували частково властивості обох батьків.

Вірогідність використання оператора схрещування звичайно вибирається достатньо великою, в межах від 0,9 до 1, щоб забезпечити постійну появу нових особин, що розширюють простір пошуку. При значенні вірогідності менше 1 часто використовують елітизм. Це особлива стратегія, яка припускає перехід в популяцію наступного покоління еліти, тобто кращих особин поточної популяції, без жодних змін. Використання елітизму сприяє збереженню загальної якості популяції на високому рівні. При цьому елітні особини беруть участь ще і в процесі відбору батьків для подальшого схрещування. Кількість елітних особин визначається звичайно за формулою:
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де K – кількість елітних особин, Р – вірогідність використання оператора схрещування, N – розмір популяції.

У разі використовування елітизму всі вибрані батьківські пари піддаються схрещуванню, не дивлячись на те, що вірогідність використання оператора схрещування менша 1. Це дозволяє зберігати розмір популяції постійним.

Оператор мутації служить для моделювання природного процесу мутації. Його використання в генетичних алгоритмах обумовлено наступними міркуваннями. Початкова популяція, якою великою вона не була б, охоплює обмежену область простору пошуку. Оператор схрещування, безумовно, розширює цю область, але все таки до певної міри, оскільки використовує обмежений набір значень, заданий початковою популяцією. Внесення випадкових змін в особині дозволяє подолати це обмеження і іноді значно скоротити час пошуку або поліпшити якість результату.

Як правило, вірогідність мутації, на відміну від вірогідності схрещування, вибирається достатньо малою. Сам процес мутації полягає в заміні одного з елементів рядка на інше значення. Це може бути перестановка двох елементів в рядку, заміна елемента рядку значенням елемента з іншого рядка, у разі бітового рядка може застосовуватися інверсія одного з бітів і т.д.

У процесі роботи алгоритму всі вказані вище оператори застосовуються багато разів і ведуть до поступової зміни початкової популяції. Оскільки оператори відбору, схрещування, мутації і редукції за своєю суттю направлені на поліпшення кожної окремої особини, то результатом їх роботи є поступове поліпшення популяції. У цьому і полягає основне значення роботи генетичного алгоритму – поліпшити популяцію рішень в порівнянні з початковою.

Після завершення роботи генетичного алгоритму з кінцевої популяції вибирається та особина, яка дає максимальне (або мінімальне) значення цільової функції і є, таким чином, результатом роботи генетичного алгоритму. За рахунок того, що кінцева популяція краща початкової, отриманий результат є поліпшеним рішенням.

6.8.1. Розв’язок діофантового рівняння.

Розглянемо діофантове (тільки цілі розв’язки) рівняння: 
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, де a, b, c і d – деякі додатні цілі числа. Застосування генетичного алгоритму за дуже короткий час знаходить шуканий розв’язок (a, b, c, d).

Звичайно, можна просто підставити всі можливі значення a, b, c і d (очевидно, 
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. Але архітектура систем генетичних алгоритмів дозволяє знайти розв’язок швидше за рахунок більш „осмисленого” перебору. Не перебирають усі значення підряд, а наближаємося від випадково вибраних рішень, до кращих.

Спершу виберемо 5 випадкових рішень: 
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Щоб обчислити коефіцієнти виживання (fitness), підставимо кожний розв’язок у вираз 
[image: image39.wmf]234

abcd

+++

. Відстань від отриманого значення до 30 і буде потрібним значенням.

	Хромосома
	(a, b, c, d)
	Коефіцієнт виживання
	Процент відходу

	1
	(1, 28, 15, 3)
	|114-30| = 84
	(1/84)/0.135266 = 8.80%

	2
	(14, 9, 2, 4)
	|54-30| = 24
	(1/24)/0.135266 = 30.8%

	3
	(13, 5, 7, 3)
	|56-30| = 26
	(1/26)/0.135266 = 28.4%

	4
	(23, 8, 16, 19)
	|163-30| = 133
	(1/133)/0.135266 = 5.56%

	5
	(9, 13, 5, 2)
	|58-30| = 28
	(1/28)/0.135266 = 26.4%


Так як менші значення ближче до 30, то вони більш бажані. В нашому випадку більші числові значення коефіцієнтів виживання підходять, на жаль, менше. Щоб створити систему, де хромосоми з більш підходящими значеннями мають більші шанси виявитися батьками, потрібно обчислити, з якою імовірністю може бути вибрана кожна. Одне рішення полягає в тому, щоб взяти суму обернених значень коефіцієнтів, і виходячи з цього обчислювати проценти.

Отже, для вибору 5-ти пар батьків (кожна з яких буде мати 1 нащадка, всього – 5 нових рішень), генеруємо випадкові числа згідно розподілу імовірностей стати батьками:

Існує достатньо багато шляхів передачі інформації нащадку, і кросинговер – тільки один із них. Розміщення подільника може бути абсолютно довільним, як і таке, що батько чи мати будуть ліворуч від лінії. Обчислюємо коефіцієнти виживання нащадків.

	Хромосома-батько
	Хромосома-мати
	Хромосома-нащадок
	Коефіцієнт виживання

	(13 | 5,7,3)
	(1 | 28,15,3)
	(13, 28, 15, 3)
	|126-30| = 96

	(9,13 | 5,2)
	(14,9 | 2,4)
	(9, 13, 2, 4)
	|57-30| = 27

	(13,5,7 | 3)
	(9,13,5 | 2)
	(13, 5, 7, 2)
	|57-30| = 22

	(14 | 9,2,4)
	(9 | 13,5,2)
	(14, 13, 5, 2)
	|63-30| = 33

	(13,5 | 7, 3)
	(9,13 | 5, 2)
	(13, 5, 5, 2)
	|46-30| = 16


Середній коефіцієнт виживання нащадків виявилась 38.8, в той же час як у батьків цей коефіцієнт був рівним 59.4. Наступне покоління може піддаватися мутації. Наприклад, можна замінити одне з значень якої-небудь хромосоми на випадкове ціле від 1 до 30.

Продовжуючи таким чином, одна хромосома в конці кінців досягне коефіцієнта виживання 0, тобто стане розв’язком.

6.8.2. Програмна реалізація

Даний приклад застосування генетичних алгоритмів реалізований на мові С++ засобами об’єктно-орієнтованого програмування. Клас на C++ потребує 5 значень при ініціалізації: 4 коефіцієнти й результат. Для приведеного прикладу це буде мати вигляд:

CDiophantine dp(1,2,3,4,30);

Для розв’язку рівняння, викликають функцію Solve(), яка поверне структуру, що містить розв’язок. Виклик GetGene() дозволяє отримати ген з правильними значеннями a, b, c і d . Стандартна процедура main.cpp, яка використовує цей клас, може бути такою:

#include <iostream.h>

#include "diophantine.h"

void main()

{


CDiophantine dp(1,2,3,4,30);


int ans;


ans = dp.Solve();


if (ans == -1)



cout << "No solution found." << endl;


else


{



gene gn = dp.GetGene(ans);



cout << "The solution set to a+2b+3c+4d=30 is:\n";



cout << "a = " << gn.alleles[0] << "." << endl;



cout << "b = " << gn.alleles[1] << "." << endl;



cout << "c = " << gn.alleles[2] << "." << endl;



cout << "d = " << gn.alleles[3] << "." << endl;


}

}

Перш за все розглянемо заголовок класу:

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#define MAXPOP
25

struct gene

{


int alleles[4];


int fitness;


float likelihood;


// Перевірка рівності.


operator==(gene gn)


{



for (int i=0;i<4;i++)




if (gn.alleles[i] != alleles[i])





return false;



return true;


}

};

class CDiophantine

{


public:



CDiophantine(int, int, int, int, int);




// Конструктор з коефіцієнтами для a,b,c,d.



int Solve();




// Рішення рівняння.




// Повернення розв'язку.



gene GetGene(int i) { return population[i];}


protected:



int ca,cb,cc,cd;




// Коефіцієнти.



int result;



gene population[MAXPOP];


// Популяція.



int Fitness(gene &);



// Функція приспособленості.



void GenerateLikelihoods();


// Генерація необхідних імовірностей.



float MultInv();




// Створення мутації.



int CreateFitnesses();



void CreateNewPopulation();



int GetIndex(float val);



gene Breed(int p1, int p2);

};

Існують дві структури: gene і клас CDiophantine. gene використовується для слідкування за різними наборами рішень. Створювана популяція – популяція генів. Ця генетична структура відслідковує свої коефіцієнти виживання й імовірність виявитися батьком. Також є невелика функція перевірки на рівність. Тепер опишемо функції:

Fitness обчислює коефіцієнт виживання кожного гена. В нашому випадку це – модуль різниці між бажаним результатом і отриманим значенням. Цей клас використовує дві функції: перша обчислює всі коефіцієнти, а друга – обчислює коефіцієнт для якого-небудь одного гена.

int CDiophantine::Fitness(gene &gn)

{


int total = ca * gn.alleles[0] + cb * gn.alleles[1] + 








cc * gn.alleles[2] + cd * gn.alleles[3];


return gn.fitness = abs(total - result);

}

int CDiophantine::CreateFitnesses()

{


float avgfit = 0;


int fitness = 0;


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)


{



fitness = Fitness(population[i]);



avgfit += fitness;



if (fitness == 0)




return i;


}


return 0;

}

Зауважимо, що якщо fitness = 0, то знайдено рішення – повернення. Після обчислення коефіцієнту потрібно обчислити імовірність вибору цього гену в якості батьківського.

Імовірність обчислюється як сума обернених коефіцієнтів, поділена на величину, обернену до коефіцієнта даному значенню. Імовірності кумулятивні (додаються), що робить дуже легкими обчислення з батьками.

Отже, є дві функції: одна обчислює smi, а друга генерує імовірності виявитися батьком.

float CDiophantine::MultInv()

{


float sum = 0;


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)



sum += 1/((float)population[i].fitness);


return sum;

}

void CDiophantine::GenerateLikelihoods()

{


float multinv = MultInv();


float last = 0;


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)



population[i].likelihood = last = last +





((1/((float)population[i].fitness) / multinv) * 100);

}

Тепер є і коефіцієнти виживання, і необхідні імовірності, тобто можна переходити до розмноження.

Функції розмноження складаються з трьох: отримати індекс гена, який відповідає випадковому числу від 1 до 100, безпосередньо обчислити кросинговер двох генів і головної функції генерації нового покоління.

void CDiophantine::CreateNewPopulation()

{


gene temppop[MAXPOP];


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)


{



int parent1 = 0, parent2 = 0, iterations = 0;



while(parent1 == parent2 || population[parent1] == population[parent2])



{




parent1 = GetIndex((float)(rand() % 101));




parent2 = GetIndex((float)(rand() % 101));




if (++iterations > 25)





break;



}



temppop[i] = Breed(parent1, parent2);

// Створення дитини.


}


for(i=0;i<MAXPOP;i++)



population[i] = temppop[i];

}

Спочатку створюють випадкову популяцію генів. Потім виконують цикл по всіх генах. Вибираючи гени, не хочуть, щоб вони виявилися однаковими. При виборі батька, генерують випадкове число, а потім викликають GetIndex. GetIndex використовує кумулятивність імовірностей, вона просто виконує ітерації по всіх генах, поки не знайде ген, який містить число:

int CDiophantine::GetIndex(float val)

{


float last = 0;


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)



if (last <= val && val <= population[i].likelihood)




return i;



else




last = population[i].likelihood;


return 4;

}

Повертаючись до функції CreateNewPopulation(): якщо число ітерацій перевищує MAXPOP2, вона вибере будь-яких батьків. Після того, як батьки вибрані, вони схрещуються: їх індекси передаються вверх на функцію розмноження (Breed). Breed function повертає ген, який поміщається в тимчасову популяцію:

gene CDiophantine::Breed(int p1, int p2)

{


int crossover = rand() % 3+1;


// Розмноження (не перше).


int first = rand() % 100;


// Хто з батьків буде першим?


gene child = population[p1];


// Ініціалізація усіх дітей.


int initial = 0, final = 3;


// Початок схрещення.


if (first < 50)



initial = crossover;
// Якщо перший батько є першим починаємо схрещення.


else



final = crossover+1;


// Інакше завершуємо його.


for(int i=initial;i<final;i++) 

// Схрещення!


{



child.alleles[i] = population[p2].alleles[i];



if (rand() % 101 < 5) 




child.alleles[i] = rand() % (result + 1);


}


return child;




// Повернення дитини...

}

Нарешті визначають точку кросинговеру. Зауважимо, що не варто, щоб кросинговер складався лише з копіювання тільки одного з батьків. Генерують випадкове число, яке визначить точку кросинговеру. Також в програму добавлена невелика мутація, яка впливає на схрещування – 5% – імовірність появи нового числа.

Тепер розглянемо функцію Solve(), яка ітеративно викликає описані функції.

int CDiophantine::Solve()

{


int fitness = -1;



// Генерація початкової популяції.


srand((unsigned)time(NULL));


for(int i=0;i<MAXPOP;i++)


// Заповнення популяції випадковими числами 



for (int j=0;j<4;j++)



// від 0 до результату.




population[i].alleles[j] = 1 + rand() % (result + 1);


if (fitness = CreateFitnesses())



return fitness;


int iterations = 0;



// Кількість ітерацій.


while (fitness != 0 || iterations < 50)



// Повторення поки не знайдено розв'язок, або ітерацій > 50.


{



GenerateLikelihoods();


// Генерація необхідних імовірностей.



CreateNewPopulation();



if (fitness = CreateFitnesses())




return fitness;



iterations++;


}


return -1;

}
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